





4101 اراخاد :]خا 1 


1101171375711. 


ب لم هم ظضء لطم 29 22 241 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 





الفصل الأول - الاعداد المركبة 





مواضيع الفصل الأول (يأتى وزاريا فرعين 20_درجة سنويا وبكافة الأدوار 





وما يجب على الطالب التركيز عليه ودراسته بجدية وحسب درجة الأهمية 


4 


« 


تعريف بالعدد المركب و شرح قوى (4) و مبدأ التساوي بين عددين مركبين. 
العمليات على الاعداد المركبة (جمع-طرح-ضرب_قسمة) وخواص هذه العمليات. 
التعرف على النظير الجمعي والضربي ومرافق العدد. 


4 


« 


4 


« 


كيفية حل الاعداد المركبة المرفوعة لاس كبير ومعالجة الاقواس. (مهم 9/010) 
إيجاد قيم بإ,عر الحقيقية بحالاتها الأربعة: - يأتي وزاريا بنسبة 9050 


8. عندما تكون قيم /إ,)ا معزولة. 

8. عندما تكون قيم /إ,»ر متفرقة. 

©. عندما يعطي عددين مترافقين فيهم ل,)»ا مجهولة. 

0. عندما نحتاج الى تحليل مجموع مربعين او تجربة تحتوي برها بعد الضرب ب(12-). 


» إيجاد الجذر التربيعي للعدد المركب (درجة أهميته 7020). 
» حل المعادلة التربيعية في الاعداد المركبة بحالاتها: - درجة أهميته 050 


3. عندما تكون المعادلة ذات حدين فقط. 
. عندما تكون ثلاثية الحدود والحل بالدستور او بالتجربة بالطرق الخاصة. 


«ه إيجاد المعادلة التربيعية اذا علم جذريها ارا درجة أهميته 030 
إيجاد قيم ع,ط ,ج المجاهيل في المعادلة التربيعية. درجة أهميته 0/40 
التعرف على تمثيل العدد هندسيا بشكل ارجاند بحالاته الثلاثة. درجة أهميته 0/10 
*» إيجاد المقياس والسعة الأساسية والصيغة القطبية بحالتين: - درجة أهميته 0030 


) عندما يكون العدد كاملا 1نو+«-2 
0) عندما يكون العدد من جزء واحد حقيقي او تخيلي. 

مبرهنة ديموافر وحالاتها: - درجة اهميته 90100 
1. عندما يكون العدد بالصيغة القطبية او العادية والاس عدد صحيح موجب او سالب. 
2. تبسيط المقادير ذات الزاوية (6) عندما تكون مختلفة المعاملات او إشارة وسط القيمة القطبية. 

* نتيجة مبرهنة ديموافر وحالاتها: - درجة أهميته 900100 
م. إيجاد الجذور للاعداد المركبة. 
8. إيجاد الجذور للاعداد المركبة المرفوعة لاس عدد صحيح. او حل مسائل اعداد ذات اس كسر بسط ومقام. 
©. حل المعادلات مهما كانت درجتها. 


أ 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





الفصل الأول 
الاعداد الطبيعية:- وتشمل مجموعة الصفر ومجموعة الاعداد الموجبة >( ... ... ... ... ,1,2,3 ,0) 


الاعداد الصحيحة :- وتشمل الاعداد الطبيعية مضاف لها مجموعة الاعداد السالبة 
...يتن رق ,2 0,1 ب1-,2- ,.... ... ...ا 


الاعداد النسبية :- وتشمل الاعداد الصحيحة مضاف لها مجموعة الاعداد بصور ة 


الاعداد الحقيقية :- وتشمل الاعداد النسبية مضاف لها مجموعة الجذور الصماء التي ليس لها قيمة مضبوطة اي 
بصورة 5/5 >[ ... ,1..... ك0 ب 1 رد - ,1ل ,,...) 
الاعداد المركبة: - عندما يكون العدد داخل الجذر سالب هنا راح يكون عدنا احتمالين. اذا مطلوب جذر فردي فيكون هنالك جواب مثلا: - 
8---2- ع 2 م رد جا 2- -< 1-8 
لكن اذا كان العدد سالب والجذر زوجي ستحصل لدينا مشكلة لأننا لا نستطيع ان نعطي جوابا عندما يضرب يعطي العدد الاصلي. 
6 2 2.2.2.2 16 ع 2-2 2-2 22 2ه 2 ع 1-16 
6 2 4.4 2-16 4ايا 4 جد 4 ع 16-/1 
تصدى العالم السويسري اويلر لهذه المشكلة وحلل الاعداد هذه بالصورة الاتية :- 
41 -1-/1 4 - 1-/3/16.3 -< 2-1 31/16 - 16-/1 
3 -1-/17 3 -1-/1/9.1 -1- كا ول/ة - و-/آا 
,5 -1-/17 5 - 1-/3/25.3 - 1- 2< 1/25 - 25-/1 
6 - 1/36 


وهكذا استطاع اويلر ان يضع تبسيط وليس حلا للمشكلة واقترح ان يرمز الى : - ١/1‏ بمعنى عددا تخيليا او سحريا ( /[111091701 


21©1) . 
حوب يسيب 1 -1-/3/61 - 1- 1/2 - ج-/: 
ل 6 8 4 2.+8+6 +4 
88 - 118.8 - 4 لبان نح ا 000 


جريمة 8/؟ + 4/؟ ع ع8 + 4 /” 
تتوزع الجذور على الضرب والقسمة ولا تتوزع على الجمع 
والطرح . 
ن] 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





العدد المركب 
يسمى العدد 7 + 4ه ح 6 بالعدد المركب حيث انه ستكون من جزنئين حقيقي وتخيلي .#(جزء تخيلي) + (جزء حقيقي) - 60 حيث :- 
)0 > 1221111861 2 077:716ح ح نح تسمى هذه الصيغة بالصيغة العامة او العادية او الجبرية للعدد المركب 
و الصيغة (ا, ©) بدون ‏ بالصيغة الديكارتية . 


مثال :- جد الصيغة العادية و الديكارتية وحدد الجزء الحقيقي والتخيلي لكل عدد ممايلي ؟ 


1(-5  20177-100  3(-1-0/-3 ١ ر5 تكد‎ -5-< 6( 4- 3 


لازم نتبسط العدد قبل كلشي يعني نخليه يصير عدد مركب . 


اضافة جزء تخيلي 07 + 5- ع 5- ع ث), 
اضافة جزء حقيقي 101 +0 10:2 ع 100-/, - 06. 
تبسيط اذل - 1- ع 3ل -1- ع 6 
9 15 25حلن 1 25ح +1 رم 
4 4 4ر0 4 4 

جاهز و دعم. 

2 
تدوير 41 + 3- -ح 3 -4 - ). 

الجزء التخيلي الجزء الحقيقي الصبغة الديكارتبة الصبغة العادبية 2 العدد 





-540[ -5,0( <5 0 


0+10( )0,10( 0 10 


93 5 15 ل 1 5-/ + 1 

4 4" 4 4* 4 4 4 

31 3 35 5 3 

0-2 (2-.75 أ سي 55-2 

4 3- (3,4-) [4 + 3- 3 - ]4 
دن 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





شوف :- وين ما يصير عندك بكل الفصل 77 شنو تسوي . تترك المطلوب وتبسط ”1 . شلون؟ 


أ-اذا كان الاس اقل او يساوي 4. نتبع التالي: - 01ت - كي 


ب-اذا كان الاس اكبر من 4 لازم يتخفض للأسس الفوك. شلون؟ نقسم على 4 ونأخذ فقط الباقي ليمثل الاس الجديد. 


قمع د بقع +(4غ) سلاج 








ج-اذا كان الاس سالب 37 ننزل "7 للمقام ثم نقسمها ونبسطها ومانحول. ثم نضيف 14 للبسط ونختصر ثم نحول. 
1 1 1 
ناتج - تت جح لاح 0 
باذيم 0 ّ 





مه آذ 23 


ال (ف) )1 ّ 3 ْ00) 3م 
مم - )1( 2003 أ 8) اك د03 


1 - (1) 31)) -_ م 11) - 4 


4 
ابح م 2 *_ 1-1 8ه 
2 َّ 014 0 
1 1 1 
6 0 


6 3 4011) 0047 
1.1.1.41 ح لز ق2(كن) فز «(كن) ‏ 93 سكن ب 93تف 


07 
1 2 ا 2812-20 


بج يمماحجت حت 
1 405) 1 





طِ 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





تساوي عددين مركبين 
يتساوى عددان مركبانء اذا تساوى جزئيها الحقيقيان مع بعضهما وكذلك التخيليان. 


1ر7 + ره ع ر) قرط + به ع را 


62 سم 61 ُ. 117 - 8 01 - 011 





وير 


3-7 -ح وم 3-7 حدر .ا 
2) ع 1 ) 2- ح رط ح رط 3 - 02 - 01 

01 +1 -1 -4(14) - 56 درء -0- غ2 د ةد برح .|| 
© 72 عو) ُ. و6 + رط 0 - جه - 01 


العمليات على الاعداد المركبة 
1-لجمع عددين مركبين» نجمع الحقيقي مع الحقيقي والتخيلي مع التخيلي. مع مراعاة الإشارة. 
أرط + رط) + يم + ,4 ع ؤوط + وم + رم + 1 جح و) + ونا 


2-لطرح عددين مركبين؛. نضع اقواس لكلا العددين ثم ندخل إشارة الطرح على العدد الثاني ونرفع الاقواس. ثم نجمع 
او نطرح حسب الإشارة الجديدة. 


أوط - وه -آرط + ره ع رغأوط + مم) - ( أرط + رم) - رغ دون 


توضيدات وكدا 
5 ح ؤل/ا 2+ 5/ا 6 جده م/ة (5 دع ) دعل م دعلا ه 
لايجمع عد 1/5 2 + 3/5 6 ددع ع" 5 + ى/أ؟ ه 
ص لايجمع عد 1/2 2 + 1/2 6 ددعو ع/1 ط + م/ا؟ ه 


2 -:0 الا 2 310- :5001ع366] 7ع 60- :للوقعم1ه1 





س:- جد نائج جمع مرة وطرح مرة أخرى :- 


2 - 21,7/م4 - وح 57 -2,4-(8 43-2-5127 


2-- -]2 + (5-) +2 - 3 ح ين + ,)4 
4 -8 ]2 - 5 +2 -3 - (خ2 + 5-) - (221 - 3) ح رن - ر) 


 5- 2- 57‏ 4 +0 + 2- ح رث) + ,)(8آ 
51 + 6- -5 + 4 -0 + 2- - (58 - 4) - (013 + 2 -) ع ون) - ر) 
61/2 - 7 21/21 - 7 + ] 2/م4 - 0 - ر) + ,)(8 


21 - 7- 21/21 + 7 - 21لمةه - 0 - (21/21 - 7) - (21/مه - 0) ع ,06 67 


خواص عملية الجمع على مجموعة الاعداد المركبه 


تتمتع عملية الجمع على الاعداد المركبة بالخواص الآتية : 





0( ع ,© ور“ و 7 


فان: 
* الخاصية الابدالية . (01111121162611167) ) © + © - ,© + © (1) 
* الخاصية التجميعية. ( 4550612115119 ) ي©+ (ي© + ©) > © + ي©>) + © (2 ) 
* النظير الجمعي. (ع12257©15 401031396 ) 23:١‏ 


(0ط-ه--ع- 2 ج 0ح +2 - 2 +ع : 0 ع2 3 61+ ة »6 ,ر) ع ع9 
*العنصر الايد الجمعي . 106121117 401031156 يرمز له بالرمز © ويعرف ب) > 01 + 0 -0 -» (4) 


مما سبق نستنتج أن ١‏ (+ و0) ) هى زمرة ابدالية (([31011) ©011111111]215)) 
600 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





مثال :- ماهو النظير الجمعي لكل من الاعداد التالية 


لسسع :ا الستستكك ال كك 


0-5-0-0 0- 





الضرب فى الاعداد المركبة 
تتم عملية الضرب بتوزيع عملية الضرب على الجمع او الطرح. يعني نضرب قوس بقوس. 
تأريطرط +أبورط +أعمطره + يهبه - زارط + يه)(ثفرط + به) - ,ع.ىه 
ملحوظات وكذاء - 
1-توزع عملية الضرب توزيع وكلما تضرب لازم تنضرب اشارة ثم رقم ثم 1 . 


2-الناتج 4 حدود اثنين تخيليات بيهم 1 ذولي ينجمعون سوية و الحد الاخير بيه 15 هاي دائما نحذفها ونغير اشارة الرقم الي كدامها وبعدين 
ينجمع مع الحد الاول لان راح يصيرون حقيقيين . 


3-الناتج هو عدد مركب. 
4-مرات ينطيك العدد المركب مرفوع لاس نفتحه بطريقة مربع حدانية. 


( مربع الثاني) 35 ( الثاني بلا اشارة) (الاول بلا اشارة) 2 عد مربع الاول - 8102 + »©) 


اشارة الحد الوسط هي ناتج ضرب اشارة الحد الاول بالثاني. ل لع - غ4 حم 2م ا 3 


مثال :- جد ناتج كل مما يأتي :- 
27 +7 - 15 +22 + 8- - 152 -12 +101 + 8- - (ز5 -3:()4 + 2-) 
244 +7- - 16 -]24 + 9 - 1612 +24 + 9 - “4 + 3) 
244 -7- - 16 -]24 - 9 - 162 + ]24 - و - :“(4 + 3-) 
1 -: - 2 + غ- (غ+1): 
10-7 - 3+ 5)4- 
2 2 


0 -1 -:2 -1 +1 -:2 +1 - 2 + غ2 -1 + 2 +ئ2 +1 - “ ( -1) + :83 +1) 
له 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 


161 اام ب دف 9] 4١5‏ و) ١‏ 3 
١ 0‏ 7 7 - (غ؟ 214 


د | 


ل 








ع 0 20 25 مه اك 00 100 
,2 اة 9و 1227 236 
1169 144 + 25 22 - 
7 كك 7200 20١89‏ 
مرافق العدد المركب 


وهو تغيير إشارة الحد التخيلي من العدد المركب فقط. ورمزه خ فمثلا العدد 


05 ]116 
0-7 )ابا ][ +ع ع ) 


مرافقه 


4 + 7 4 - 7 





بموضوع المرافق ومطلوب اثبت او تحقق او برهن شلون نحل 

إذا الخط على العددين اثنية 
نقوم بعملية الجمع او الطرح او الضرب والخط يبقى موجود بكل خطوة. 
*» نطلع ناتج ثم نحذف الخط والناتج نأخذ له المرافق. 

اذا الخط متوزع على كل عدد: - سنسوي؟ 


<<( نأخذ المرافق لكل عدد بالبداية. 
<( ثم نقوم بالجمع والطرح او الضرب. 





00 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





س: اذا كان غم + 1 ح رح و28 - 3 ح رع فجد ناتج كل مما يأتي: - 


© - 426 2© )© - 3662 62-62 - م6 - 26 62+62 - ين + 0ر1 
ع © 2تعططسرد ©- 6(6 مك و 2 رم 


 - 4+ 1‏ -4 ح نجمع اولا - 2 - 3 + + 1 ع رن + رح ع 15]] 








55 - 115ض.1آ 7 +4 -2 +3 + -1 ح نغير اولا - 2 - 3 + + 1 ح ,© + © ح- 1115 
31 -2- -3 +24- - 2 + 3 -: + 1 ح نطرح اولا - (2 - 3) - (2 + 1) ح ر© - ,© - 5[]] 


28 -3 -خ -1 - 20 +3)- 2 - 1) - نغير اولا - (21 - 3) - (0 +1) ح وج رج - 115ر 
 1185- 5‏ 2-313-- 


+ 5 -2 + + 3 -ح 22 - :3 +2 - 3 ح نضرب اولا - (21 - 2()3 + 1) ع ر6 © - 15]! 
5-1 - 


2 ]3 -21 + 3 ح 20 + 2()3 -1) ح نغير اولا - (21 - 3) .(7 + 1) - و6 ا رع - 8115 
5 -119 47 2-5+-3- 











© -غ +1 - : -1 - : + 1 ح- ع4 


ل 


2 - :6 + :6 - 9 - (28 - 2:()3 + 3) ح نغير اولا - (28 - 21(.)3 - 3) - ر© ا ر© - 115] 
5 - 1115 4-13 9+7- 
3 - 4 +9- 2(5-) + 3(4) ع و + 5ه - 1115 


قاعدة ثابتة من هذه اللحظة - كل عدد يضرب بمرافقه >تمربع الحقيقي + مربع التخيلي بدون ١|‏ . 


6--اذا كان العدد المركب جزء حقيقي فقط فان مرافقه تالعدد نفسه. لان المرافق يغير اشارة الحد التخيلي وهنا لا يوجد 
ويتخيل لذلك يبفى نفسك. 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





قسمة الاعداد المركبة 
فكرة القسمة في الاعداد المركبة هي التخلص من ؛ التي تكون في المقام. وين ماتشوف | بالمقام لا تتحرك خطوة الاتتخلص منها 
بطريقة الضرب بالعامل المنسب (العامل المنسب هو مرافق المقام بس راح يصير في البسط والمقام). 
5 + 025 آوط - 0 آروط + 02 
1-المقام تربع الحد الاول والثاني وبدون كلشي لا ولا اشارة. خوشن. بعدين تجمعهم ويطلع رقم وتوزعه على البسط. 


2-البسط نوزع الضرب ويطلع 4 حدود وبعدين يصيرون عدد واحد من جزء حقيقي وتخيلي نوزع المقام عليهم. 


س: -جد بصورة [0+ج 


/ 280 1 -:2 -1 2 +غ-غ-1 1-8 1-8 
1-0-1س لح سس دح الس سح لد ير سر (1 
2 2 1 +1 مخ -1 1+8 





منسدب 


2-1 3-47  6- 81 - 3+ 415 _ 6 - 111- 4 _ 2-114 2 11 



































171 تو« مكل اكت 0 اك لا لات 1 2 
25 25 25 25 6 إل 0 47 3 4 2( 
0ه :5 2بنكظطره 4-22 ا 2 7د 112و 
7م ل جحت . و يدحم جح تيمم ججح تج ل للب عت مسح و #السسسم رس :7 
5 5 5 1 4 خم 2 2# 2 
247 7 247 د7- 16 -غ24 د 9 162 +12 +12 ل 9 47 3 4# ب3 
جنب يلل جتنم نل 1 ل بح لي يب ضيح كد ضر الا .تت عد را 00-7 ا" ).4 
25 25 25 25 6 | 0 47 د35 41 3 
| 1 +:2--220-غ2- #- 2+8 
7 1[ ح ببح سو سس جح ل بن , (5 
1 - خ- َ 
10+11 2+11-12 0 122+غ3 +8 +2 00 :4 +1 24+31 
اصار أ لا ال ل نبد ل لم منسب - 1 ل (7 
7 5 1 +3 - 4 2م 4 ع ل 4 + 4 2 م1 
254 +83- _ 251-33 +50- _ 3342 +551 +301 -50- ر 57+37 114 +10- _ 
34 0 34 0 9 + 25 3# + 5 5-37 00020 
5325 _ 
0 4 7 34 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





الاقواس في الأعداد المركبة. 


"(عدد) ) "(عدد) 


ه نتخلص من الاس بالبداية نفتح مربع حدانية. 
ه إذا بينهم جمع بعد ما يحتاج تبقى الاقواس. بس إذا بينهم طرح لا ترفع الاقواس وانما لازم تدخل الإشارة على 
العدد الثاني وتغير الإشارات. 
ه ثم ترفع الاقواس وتصير عملية جمع وطرح. 
(2 +غ2 -1) -(42 +ئ4 - 1) - 2ق -1) - 282 -1) 
1-2-0)-40-غ1-4)- 


(23-) -(3-41-) - 
2-3-2 +3-4 - 
"(عند)» + "(عد) 


تخلص من الاس أولا والاقواس تبقى. 
ثم قم بإدخال »ا على العدد الثاني وترفع الاقواس وتصبح عملية جمع وطرح. 
(2 +2 -4)1 + (412 + 4 - 1) -ح 5( - 4)1 - 25 -1) 
(25-)4 + (غ4 - 3-) ح (1 -]2 - 4)1 + (4 - غ4 - 1) - 
3-2--3-4-8- - 


(12 + 44 + 4) (412 + 41 -1) - 2( + 2822)2 - 1) + مثل + ” (عدد) (عدد) 
(1 -41 + 4()4 4 - 1) - 
(44 + 40)3 -3-) - 
2 -121 -9-121 - 
6 + 241 - 9 - 
241 -7 - 


تخلص من الاس أولا والاقواس تبقى. 
ه تضرب الاقواس بتوزيع الضرب على الجمع والطرح وبعد ما يحتاج تبقى الاقواس. 


حم 
حم 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





<( تضرب بالعامل المنسب داخل الجذر. لا تهتم بالاس. 
الناتج تنزل عليه الاس وينفتح مربع حدانية. 


3 














3 ع 3 : 3 2- 5 5 3 . 1 5 
_- لتحتككت 5 2:7 +38 قوق 0 دي لم شطع 
١ 2‏ 7 0 1 +1 نم-1 11+2ا ‏ ل/ّ+1 


4 2 


3 
-20)2] +ئؤ4 -4) اق -72)2 - 2) - 73 - 2) - --2)- 
ع( 


2-117 -4 -خ11 -6- خ*4 +8 -]3 - 6 ح ( - 41()2 - 3) - ( - 1()2 -4 - 4 





تخلص من الاس أولا.او احصرهم بنفس الاس على كل العدد ويصبح مثل الحالة السابقة . 
ع4 ثم اضرب الناتج بالعامل المنسب للمقام. 


)1- 202  1-41+ 42  1- 4-4 
)1+ 2:2 1+ 4+ 4:2 1+ 4 - 4 


3-41-3448 9+ 122+ 12+ 2 


لول للد جح 

6 !| © 57 3 ن 4‏ جه 
24 7 7 7+244- 241-16 +9 0 
5 025 02020200020 222225 25 0 


عدد ل (عدد) (عدد) 


”7 تخلص من عملية الضرب بفتح الاقواس ولا تكتب الاقواس واترك العدد الأخير بوحده. 
34 راح تصير عند عملية جمع او طرح فقط حسب الإشارات. 
,8 -3-71-6 +1 +غ-2 - 3-7 2-27 - غ2 +2 -ح 7 - 3 ب رخ + 1-2()2) 


حم 
ن] 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 





المقادير ذات الاس الكبير 
اذا كان العدد المركب مرفوع لاس كبير نستخدم معه طريقة تخفيض الاس بالتجزئة وجعله مربع حدانية مرفوع لاس معين. 


1-اذاا كان الاس فردي نسحب واحد والباقي يصير مربع حدانية مرفوع لاس معين 


0 + 21*)1( + 1)] - 13( + 1) - مثال - (54 + »)22م + »)| - "(زط + ه) 


2-اذا كان الاس زوجي مباشرة اجعل الاس مربع حدانية مرفوع لاس معين. 


]8 


1 +1)] - 212 + 1) ح مثال ح- 54(2|2 + »)| - "(58 + ه) 


3 خارج العراق ضع المقدار بالصيغة العادية للعدد المركب 2 1 
الحل 
 ]1- 2:-116)1-‏ 2 -2[")1 +2 -1] 4-2 '[41-22)] 2013 -1) 
١ 64‏ 64 0 64 64 
-2)1:.ة 64م (غ-)ثنَ 2(6-) (خ6)1-2غ22-] 
64 604 604 


-1 + | 


1:2 :- ضع المقدار بالصيغة العادية للعدد المركب 5( - 1) - 5( + 1) 


لحل 
-02[12)1 -1)] - ( + 2[2)1 + 1)] ع 5( - 1) - 5( + 1) 

- ]1+ 2+ 121 )1+ 2 - ]1]- 2+ 1212)1- 

1121-2 -غ2 -1]- (ه +1121-خ2 +]] - 

8 -420)1) - ق + 412)1 - 8 -2[2)1-] - 8 +2[2)1] - 

4 - 4 + 4 - 4- ع (ثم - 4)1 + (ث + 4)1- - 

هم 
نيا 83 -0 - 
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4 :1 :- ضع المقدار بالصيغة العادية للعدد المركب “(34/. - 2) - 8(7ق/. - 1) 


الحل 


)1- /3:( -)2- /3( - )1- 2 36+ 342( - )4- 4/3 + 312 
- )1- 2/34-3(- )4- 4/34-3( 
- )-2- 2/3:( - )1- 4/3 ( 
- -2- 2,/3:- 1+3 1 


- 3+ 7 





2 
1 ل 0 

د *- ضع المقدار بالصبغه العادية للعدد المركب 
4 :1 :- ضع المقدار بالصيغة العادية للعدد المركب (ر و ور7) 


الحل 


0 1 27/32 + 4 الندد + ِ 
مله اه هج وبل | جب 222 
17 1 307/313 +1 +14 


0 - 30:/3:+ 2/3] 2 10 - 28/3: + 18١“ 
1+ 3 1+7 





28 28 


31“ - 1- 21/31+- 2 
- 2107/31 3 
- 2-03 


00 
3-75 2-0 8 


حم 
حل 


2 - :0 الا 2 هه ع [مة ة- :5001ع36] 7 ع6 60- :لطلوععءاء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 


إيجاد قيم /,»ر الحقيقيتين 
لدينا أربعة حالات من الأسئلة لايجاد فيم لإ,كا. 


الحالة الأولى 
*» إذا زبإجير معزولات بحد بوحدهن. انقل كل الاعداد واترك بعر بحيث 
مقادير - (78 + :2) 


4 
9 
4 


+ بالتساوي 0 الاعداد المركبة 


صفي المقادير لحد النهاية من عمليات جمع وطرح وضرب وكذا. 


حفيفي - حفيفكي 














وتخيلي >تخيلي بدون أ. 





























500 5 : خ+3 6 
جد فيمه بإ,»ر الحقيفيتين رونم ] )ع د عبد 
2-7 +ع 
الحل 1 . 
هسه قيم لإ,»ا معزولات. ادن ننقل المقادير 
:7 +3 6 
+ تخ -2(2)1 -1) - 
-2 ) 0 ( وه 
خم +2 3-8 
: +( -22()1 +2 -1) - 
| +2 2-8 ) , ( وه 
لمر يتيوه د لاه اله 2 , ١‏ وق 6 
ااه 3 _ لل اذك 1 1 حت 2 2 تر _____ ست م ل 1 دم ح- 
5 1 + 4 وه 
ا 6 57 + 5 6 
7+ 22-21 جح +24 22 حل 
أ + من 5 1-1 1 
: 6 
طرفين ب وسطين 17 - 
+ ع 
د 6 -(2 -1-)(172 + 2) 
دريب 
-555 67 + 6 64+63 ششك؟ 6 ود 
حت جك. مجحكليلب كك ا بللبللصتتكطط: حتب - لل 
' 2 1+1 1+6" غ1 2 
حرومن التساوي في ع ((3,3-))-5 3-لإ 3-- 
الل 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 


7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





1-2 - - حي 4 « جه مى‎ ٠ 
0 وزاري 2015 جد قيمة بإ, الحقيقيتين 1ك نير ما‎ 


الحل هسك قيم لا معزولات. اذن ننقل المقادير 





م -1 
١‏ ) - 2002 +1 ح زا + 
+1 0 ) -1+» 








1-2 1+ 
- 1+ 41+ 42 - ) 2 ١ 


1 1+8 
+ + خ -خ -1 
حل | ل 4 ل ع4 + 1 - 
1 +1 
دم 5 
2 1 - 
0000 ' 21 
1 + 41يد 3- تخ ]نو + عر [--)-4+ هق - 
57 + 3- ح ]رو + عر 
ومن التساوي في ع ((3,5-))-5 07-5 0-3 


الحالة الثانية 


قيم لا متفرقات 


4 


افتح الاقواس وتضرب المقادير. 

تبسط الاعداد بعد الضرب من عملية تغيير إشارة وجمع وطرح. 

تنقرئن :38 لا ب 4 درون . نتك بامتغيرات كل مقدار بيه بور 

ترتب الحدود بكل طرف بحبث الحقيقيات +التخيليات>الحقيقيات +التخيليات بالطرف الثاني. 

ومن خاصية التساوي نكول الحقيقي>الحقيقي --------1 التخيلي-التخيلي---------2. 

اذا المعادلتين درجة أولى ومابيهن »ا ضرب الحل بالحذف. اما اذا درجة أولى وثانية او بين ,»ا ضرب 
فهنا الحل يكون بتعويض الدرجة الأولى بالثانية. ثم تجربة. 


4« 
*» 


يو 
9ي» 


4 


4« 
*» 


4 


«* 


4 
في 


4 


«2 








((ستكبر وسيخبرونك انك لست بحاجة للتفكير هم سيقومون بالتفكير نيابة عنك ما عليك سوى الإذعان و التنفيذ 
لكن صدقني ان كل ما نعيشه من خراب هو بسبب تفكيرهم ومستواهم وعمالتهم. لذا لا تعر عقلك لاحد فكر انت حتى لو 
أخطأت فانك يوما ما ستكتشف نفسك414 م.امجد 

6 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





جد قيمة ب,عر الحقيقيتين (2 - 2,و)(:خ3 + ع) - 5 + 12 


الحل ١‏ د 5 
هسه فيم لا متفرفات ادن نفتح الافواس 


5 + 12 - 6+]:و3 +221 اديور جا ( 58 +124 - 62 و3 + 221 - هر 


ننقل المتغيرات -الثوابت 
من خاصية التساوي 56 + 6 :و3 + 2 - بور يبب 58 + 12-6 - :و3 + 221 - ور 
1ل 6 ح لإا 
#2ل د 5 - 337 -2- 
دائما من المعادلة الي بيها ( /ا) نطلع معادلة ونعوضها بالمعادلة الثانية . خوشن؟ 
لدم 
6 


هسه مو طلعت قيمة (/) اخذها اعوضها بالمعادلة الثانية. 
18 6 
(«-) (م 5 07 +2 -] د جه 5 - 8 2-3 


0 - 18-ع5 2227 هي 5- - 18 -23:2 


0 - (2 - ع)(9 +دع2) 


اما 0 9 - م2 0 - 22-9 

او 2 ح عر 0 -2 بر 
هسه نروح نطلع قيم با من معادلة 2 غصبا عليك لان بسيطة كلش .عندما 

9 6 6.2 4 

اه داح ىع ح إل 
3 9 ل 2 

2 
3- 22 - رو 2 2 ير 


حم 
له 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





كتاب -جد قيمة ,عر الحقيقيتين (22 +2)(غ +ع2) - 5 + بر 
الحل 1 
ضرب الاقواس 14 ل عر + زعر4 + 2ع2 - 5 + بو 
ترتيب 1ر5 + 2 --222 - 58 + بر تبسيط 51-2 + 224 - 51 + رز 


لان من تساوي عددين مركبين في ع. حقيقيححقيقي ١‏ وتخيلي حتخيلي بدون [. 
(1) 2122-2 ح برو 
1---5: 5 -ح يد5 

ملحوظة : -أي معادلة فيها مجهول واحد تحل مباشرة ونجد المجهول . 


نعوض 1-, في معادلة 1. 0--2--2- 0105-2 2د 


[((1,0)] - 5 0 - بر 1 - 2 .. 
كتاب -جد قيمة بعر الحقيقيتين 1 +(خ22 +7)(غ2 +2 ) - 8 


الحل 1 
ضرب الاقواس 1 + 414 + غ27 + 21 + رود - 8 


تبسيط | 2178-3 +284 + بور ح- غ8 تبسيط ‏ 1 27-4 +2284 + رزور - ]8 
نقل 27 + ع2 + بور ح ]8 + 3 


الان من تساوي عددين مركبين في ح. حقيقي-حقيقي وتخيلي >تخيلي بدون .١‏ 


)01 3 -210 
)2( 4 - رز + عد 8 - 237 + :21 
دائما من المعادلة الي بيها ( /1<ا) نطلع معادلة ونعوضها بالمعادلة الثانية . خوشن؟ 
حا ]| 
هسه مو طلعت قيمة (/) اخذها اعوضها بالمعادلة الثانية. 
2 2 3 
56 0 - 3 + 2ر4 - دير 42 - 3 ل دير 12 كن 


2- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعء1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





1ت« 1-0 -«#او ‏ 3 ح بر 0 - 3 -2«اما 0 - (1 -3()0 -2) 


نعوض قيم »ر في معادلة 1 الاسهل 


معلانانا 
3 3 1 1 000 3 
حد ا بت سه حت ل 9 5 -5 5 25 الخد ا حال 
1 0 3 2 0 
[(3 ,1101 ,03 - 86 0 
9- جد قيمة ب,ر الحقيقيتين 2-5-7 ذبن 1و2 
الحل : 08" 1 0 
2-7 ح 2 +171 + 41 - 2:7 جه 2-7- -ح 212 - 3771 + 4.11 - 2337 
من خاصية التساوي م9 -2- ح ]رز + غ4 - 2 + 217 
2 لش 9س ح 7و ل 46 31ل 2- ح 2 + 2397 
دائما من المعادلة الي بيها ( ل)ا) نطلع معادلة ونعوضها بالمعادلة الثانية . خوشن؟ 
الرايصم 4 
د صن جه 2-5 ب 4 ح رإوز2 جه زر در ح ريزر مججها 2 ح ل + 23397 


هسه مو طلعت قيمة (/) اخذها اعوضها بالمعادلة الثانية. 
) ( و 5 بع 9 (2) ده 
16 لاح ل هو1-4 جا جه جح جا دح |[ 45 
56 96 
0 -2 دع 9‏ 2يو4 هي ع9 - 2 ل 2عج47 


0 - (2 -1()0 -ع4) 


اما - 1 1 - 41 0 - 4-1 


حم | حدم 


او 2 - 2 0 -2 بر 


2 0 


0 دنه (ه-.)-: 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :لطونعء1اء1 














9-جد قيمة بإ,»ر الحقيقيتين - 2(زبر2 + ::3) 
الكل 
4-1 200 _ 2.2 ' 2 2004-38 _ . 2 2 
0 ح 4 “توك + 122371 + ديرو 0 ح- 122371 + “روك - ديرو 
38 - 8)4 - زور 12 + ترو4 - تيرو الاك ب وررمر 12 + تبره - 2يرو 


241 -32 -ح ننوعح 12 + 2ر4 - ذيرو 


هسه من خاصية التساوي .الحقيقي >الحقيقي (01 -32 -ح 2ير 4‏ 2ع و 
التخيلي بدون 1 >التخيلي . 2- - - - 2- ح بر د در 4- ح بريد 1 
نعوض معادلة 2 في معادلة1 232 8 4 - 9:2 جب 32 ح #ررك ‏ ©عر9 
-ح 16 - 4و 2 »م 2 - 4 - تيو 
0 ع (4 - 2ع)(4 + 9:2) 0 322-16 -9,4 
اما يهمل لانه تخيلي 4- ح 9,24 ب 0 -4 + 22و 
او 2 ح عر 4 ح يرجه 4-0 4ر 


هسه نعوض قيم )“ا بس كون بأسهل معادلة. واكيد الاسهل هي معادلة 2. 


5 - 1)-2,1(,)2,-1(( 


1-اذا طلع عند بالتجربة (رقم - 22) تهمل لان قيم /إبير لازم حقيقية . 
2-اذا طلع عندك رقم - 22 من تأخذ الجذر لازم تخلي (7) . 


ن. امقت هؤلاء الذين يرثون لأنفسهم ويشعرون بأنهم ضحية طوال الوقت. احمد كمال الطويل. 
©9 


2-- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 

















0 1 م -3 2-7 
كتاب-حد قيمه الحقيفيش.* دح وو دا 20# 
0 لا,»ر الحقيقيتين 1 ا ا 
الحل نضرب بالعامل المنسب ونبسط كلش لما نصفيها نهانيا. 
:+ 1 > لتقت ملست افتظفتت ‏ 
ابح د ل » 4 
6 2 نم2 + 2 م1 1+2 


' +2 -3 -6 + -غ2 -2 
#- بو -ا- ياس | جب 1 ست 
1 + 4 1 + 1 


6-5-1 1 -31 --2 
عدر 








: و 

1-37 5 57 1 37 5 5# 

د علج -جا 2-2 دلج )لل يتا 

1 301 

2 »| الحاو ار ا ار 

نرتب الحدود ونضرب المعادلة في 2 حتى نتخلص من الكسور 7 - 0 - 237 - 7و2 + نرق د ير 


7 - 0 - 2171 ح ]عرق - و2 ل عن 


من خاصية التساوي في ©. 





نعوض في معادلة 1 لان اسهل . 


در 1- -ح (و2 0 - بورك +1 


ن] 
حم 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





125 





9-جد قيمة لا,» الحقيفيتين 1 - إصاد -1) + 7 


الحل 





11-28 125 ( 
27 -11 287 +11 
(28 - ع 
4 + 121 
(28 - 2 
125 


1 -::(12 +21 -1) +[ 
هسه نختصر البسط مع المقام جه ج جب 11 - 1(37 - 24 -1) هل 


1 - 2 -2(2 +11) جه ههه 11 -ح 2 - 2 


من خاصية التساوي ج ج جه 08 + 11 ح- 7و2 228 - :1123 








11 
1-ج 1 دحي 1 - 11 

11 
27-2 ىت 0 -6و2 -(2)1 - نعوض قيمة م2 ج اج اج 0 ح بوم درطل 
5-1-7 1--خدبر 

7-م-جد قيمة بإ,ر الحقيقيتين (2)1+32 -1) - نو 38(5 +1) + 00 
5 1197-1 + نذ«رردرو ديم بن م1 ةن 1 + 
تسق ١‏ - و ا 4 
0 1-1 1+7 
3 +2 +1 - بر(9 -غ6 + 1) + 1-4-7 
27 +11 - ترز9 - ] + 1+1 
ْ 2 ! ' 1-2-1 
2 4 - بر(ة6 + 8-) + وح 421 - نززة6 + 8-) يل 0 
501000 21 + 4 - إيوم + بوه - زيع- 
2-8 4 - برع )01 لك < بوم +1 
2 272087 0 الاي 
نعوض في معادلة 1 . 
1 
8 [ 5-1-5 5--3-2- دعم 2 -3-#- 2-(2-)6+م- 
ن] 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





الحالة الثالثة 


عندما يعطي عددين مترافقين 


*» نضع يساوي بين العددين ونضع خط المرافق على احد العددين 504 - )ثم نغير إشارة البسط 








ارده 01+01 
والمقام بسبب المرافق 
نستخدم وسطين بطرفين. 
*» اذا قيم ب,»ر معزولات يفضل تحصرهم بقوس ولا تضربهم باي مقدار. وانما تكول 
لعيك 


تح قرو دعر 
دريب 


ثم نضرب بمرافق المقام (العامل المنسب) ومن خاصية التساوي نجد لإ,»ا مباشرة. 
* اذا متفرقات راح يكون وسطين بطرفين وحل مثل حل المتفرقات ويكون الحل مالتها على الاغلب بالحذف 








7 0 1 31-3-1ظم دعسن - > < 
يدي ا 22 ولس سودي اد 


























الحل ' 01 3-27 2+1 21 - 3 2-0 
اد وبر فين 6 1-54 -5 0 
1711-0 3 105 +3-2-15 0 0 
لح 2 رياه (2 - 51()3 -1) ح 1(مو + ع) 
71 +خ 7‏ شغ 7-1783 ل 
7 --7----22-2-22-2 ع ير تلت ح إؤرو + ير 
1 - 1 
ومن خاصية التساوي في ». 
((17,7-)1 - كو 7 - 1 7- - مر 
5-د3-اذا كان 2 مترافقان فجد قيم لا,» 
الحل 6 | 7 03 6 م 
احج - 
+2 2 ل 2 +2 /خ- 2 


قيم بإ,»ا معزولات لذلك نقلب البسط مقام للطرفين ونسحب مقام بإ,ا للطرف الثاني بطريقة الوسطين في طرفين . 


+181 +128 + 36 31+17 12+61 (2 + 6)2 0 
ذ«ر ب 0055550 سدح للح حت يوق + هو 
1 +9 خم + 3 خم - ىق # - ىق 
دن 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





_ 36-6+ 301_ 30+ 301 














م3 +3 - 

10 10 0 

من خاصية التساوي .((1)3,3 -<5 3د 2-3 
-د1-اذاكامه ‏ 5 25 مترافقاك فجدة3 
2-2 1-ادا كان ا مدراففان فجد قيم لا,“ا 
الحل 65 خ+-2 5 قت 
00 اج احج - 

2417 8 ل دق 7-47 /م- اق 


قيم ب,»رمعزولات لذلك نقلب البسط مقام للطرفين ونسحب مقام لإ,)ا للطرف الثاني بطريقة الوسطين في طرفين. 
1515412+1 رع 5)3 . 
حل لد تح ةر 
:| + 2 7 --2 7 -2 
257 + 25 251+ 30-5 - “51 + 101 + 151 +30 _ 








51 +5 - ا 
و 0 5 1 + 4 
من خاصية التساوي ((5,5)) -<5 5< 2-5 
طرق التحليل للحدوديات 


1-تحليل فرق مربعين 
(2 ++«)(2 -#2) - ( جذر الثاني + جذر الاول) ( جذر الثاني - جذر الاول) ك4 - شير 
(1/3 + «د)(3/. -:«) - 3 - تعر 
2-تحليل مجموع مربعين (4 + 22) لا يمكن تحليله في الدراسة السابقة ولكن سنحلله هنا في الاعداد 
المركبة . 
3-تحليل فرق ومجموع مكعبين حيث يمكن تحليل النوعين كلاهما في المكعبين. 
(مربع الثاني + الاول ا الثاني + مربع الاول)( جذر الثاني + جذر الاول) - 27 + 3م 


الإشارة في القوس الأول هي نفس إشارة السؤال والقوس الثاني الإشارة الأولى عكس اشارة السؤال 
والثانية دائما موجب. 


رو ديه عي رو 27-1 ادير 


ن] فى 0 ه© + فى في ٠‏ 
حد 4-المعادله التلاتيه تحل بالتجربه ادا كدرنا نطلع الحد الوسط وادا ما كدرنا بالدستور. 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





تحليل مجموع مربعين 
طريقة تحليل مجموع مربعين هي ضرب الحد الثاني ب(15- - 1) ليتحول الى فرق مربعين 
وبعدين نحلل فرق مربعين. لاحظ: - 
60و جد عت) (مو دععو) ح 4خ فيو - شير ع 4رو ب كير 
وهذا نكدر نحلل كل مجموع مربعين. حتى مجموع او فرق مكعبين فيه : حسب القاعدة التالية: - 
(12 2ب + زبومر + ثذير) رزجو -دع) ح ثيرو ثيرو - ثرو ب ثذيعر 
(2بو - ؤتور + 4ير) زرو - ع«) - 


اذا طلب تحليل عدد بطريقة تحليل مجموع مربعين شنسوي؟ نحول العدد الى مجموع عددين ثم 
نحول الجمع الى طرح ونحلل فرق مربعين. 


س: - حلل الى عاملين بصورة 1م+ح كل من الاعداد التالية 29,41,125,50,85 بحيث ان 5,ج اعداد نسبية. 


لظ "المطلوب ان تكون الاعداد نسبية يعني لازم اروقام لها جذر شرط. إذنٌ تحلل. 
28 +28)9 -9) - 42 -81 - 4 +81 - 85 
شوف اختاريت رقمين اجمعهم يصير-85 واثنينهم الهم جذر تربيعي. لان هو شارط لازم اعداد نسبية. 
شوف لو ما محدد نسبية راح اختار بكيفي بس جمعهم 85 
(أ5/١‏ + 0/80 ) (1أ5/ - 1/80) - 512 - 80 - 5 + 80 - 85 
وهكذا. هسه نرجع لموضوعناء شرط نسبية 
565 + 58)5 - 5) - 252 - 25 - 25 + 25 - 50 
(58 + 52)10 - 10) - 25:2 - 100 - 25 + 100 - 125 
28 +22)11 -11) - 4:2 - 121 - 4 +121 - 125 
58 + 58)4 -4) - 252 -16 - 25 + 16 - 41 


ٍِ (27 + 2:()5 - 5) ح 412 - 25 ح 4 + 25 - 29 


2 -- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





إ-تحليل الحدوديات العادية. 


(2 +2()2 -ع)  4-‏ تير 


(خ2 +)(2 -«) - 415 شيو ح 4 ب قمعو 
(4 + 6ب (4 - “ب ع 16 - ثبر 
(412 - تن (4 - تررم - 
(2 - 7ن)(2 + 7و)(2 + 2()7 - بو - 
ب- اكمال مربع عندما نجد ثلاثة حدود والحد الثالث رقم فقط خال من المتغير «. نحلل بطريقتين 
1-تجزئة الجزء الأخير بحيث ناخذ منه *( نصف معاملج) ليصبح مربع كامل ثم نعمل على تحليل مجموع مربعين. 
2(2-2 + 2 ) - 16 + 2(2 + 2) - 16 + 4 + 4 + تير - 20 + ير4 + تعر 


- )2 + 2(4 - 1612 - ]) ١ + 2( - 4] + 2( + 44[ 


2-طريقة ثانية بإضافة وطرح نصف معامل ‏ بعد تربيعه ثم نكمل نفس الخطوات أعلاه. 
6 ل 4 + عر4 + 2ير - 20 + 4 - 4 + يرك + دير - 20 + ير4 + دعر 
2 - 2(2 + 2) - 16 + 2(2 + 2) - 
[4 + (2 + م ]|4 - (ر2 +ع )] - 162 - *2(4 +2) - 
ج-عندما نجد ثلاثة حدود والحد الوسط فيه 1 .نضرب الحد الأخير ب (82-) ثم نحلل تجربة . 
( + »)غ3 + ع) ح 34 + زعر4 + كير - 3 - زير4 + كع 


د-اذا كان لديك مجموع او فرق مكعبين يحتوى على 1 نضرب ب (15-) ثم نحلل كفرق او مجموع مكعبين. 





(2512 +غير5 + ثير)(5 - 2) - 1253 تع - 125 | تعر 
(25 -ؤبو5 + 51()22 -2) - 


((! ولدت حرا في هذه الحياة, فتلقفوك ووضعوا اسوارهم وحدودهم واغلالهم, واخبروك الا تتجاوزها, لكن 
ما هذه الحدود الا حدود مصلحهم وفوائدهم. ناقش وفكر بكل حد وكل قيد ولا تخش شيء فلم يعد هنالك 
شيء لتخسره فقد خسرت الكثير وربحوا منك الكثير))) م.امجد 


نم 
609 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





الحالة الرابعة والأخيرة من موضصوع إابجاد قب 2 
اذا اكو تحليل واختصار بموضوع لإ,” 


*# لازم نحلل ثم نختصر حسب طرق التحليل فرق او مجموع مكعبين او مربعين الي ذكرتها فوك. 
* بعد الاختصار نطبق خطوات المتفرقات. 





2+4 ير 


1+7 3 211-27 





3-د3:-جد قيمة لا,« الحقيقيتيه 4 


الحل نضرب الطرف الايسر بالمرافق ,والطرف الأيمن نحلل البسط مجموع مربعين بضربه ب12- 


4حة_ أسلي 0 
,2 +4« | 1-72 :1+2 





اجاج 


ا 21 + *)(21 - بد - 
2 اللا ىري (ئة + عالاة تا فس 


27 د 2020005 


من خاصية التساوي هيبي 41 -22 1717-1-2 


نعوض في معادلة 1 4 ح بر 4- ح ره - 1---- 2# حر 
((2,4)! - 5 2 2 - 4 
49 9 5 
8--1:-جد قيمة بإرير الحقيقيتين لد ح رخ دعر )رقع + 2) 
الحل 14 5 : 000 . ' 
نضرب الاقواس بالطرف الايسر ,والطرف الأيمن نحلل البسط مجموع مربعين بضربه ب82- 
2 - 2ررو 
ف فتح الاقوا ف تحليل لل حح 2#نجي +خ2يج - 21 + ج23 - 
طرف فتح الاقواس و طر + و3 
7-+72()337 - 317 
ل ا م 5070 
77 + 317 
31+77 -221 -21 +4 :3- 77 +:و3 21ج -21 لد ير -جع2- 
هسه من خاصية التساوي. 
الحقيقي >الحقيقي 1- سس ابس ترز 3- ح 3[7 
التخيلي بدون | -التخيلي. 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





3 ح ير 9 ح 2هيعو 9 -7 +2 - 2هيعو 2-7جج--2 


نعوض في معادلة 1 


((3,3-),(3-,1)3 - 5 1-3 ب 3- حبر 3- - بر ---2-0 
١ .: 1219 1‏ 
8--:1:-جد قيمه ب,ر الحقيقيتين اك لحك - وخ -ع)(غ2 + ع) 
11+77 


٠ ٠ 0 5 |‏ 4 
5 نضرب الاقواس بالطرف الايسر ,والطرف الأيمن نحلل البسط مجموع مربعين بضربه ب15- 
ا 2 121 
طرف فتح الاقواس و طرف تحليل ااه لل د 22 - 2 + زع ميعن 
3 + 11 


7ر3 + 3172011 -11[) _ 


- غج + 2 + 
3/4 + 11 - ف 


34 - 11 ح 1جر + 2 + 2ع 


هسه من خاصية التساوي. 


الحقيقي -الحقيقي 3 -مع 9 -2-11-2يع 2-1 +بل2ي 
التخيلي بدون | >التخيلي. 
<< - - -- - بر (3- - يع 
نعوض في معادلة 1 
3 3 
86-57 ب #2 حبممرن 2 - يار جه ق ح ون 


[(3,1-) ,(1-,3)) - 5 
((انت مكروه بمقدار ما تفكر وتناقش, ومحبوب بمقدار ما تتبع وتنفدذ))) 
(((يريد الشرقي ان تقوم طبيبة وممرضة بمداواة وتوليد زوجته, لكنه يمنع ابنته واخته من التعليم))) . 
((إفي عالمنا الشرقي, يظن الكثير انهم محسودون ويعيشون حياتهم على الخوف والكره والحقد لكنهم لم يتسائلوا 
يوما ما الهدف ان نعيش في خوف,. هو ذا العالم وهذه الحياة ولا حاجة لسوء الظن بالأخرين4)4 م,امجد 


ن] 
00 
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: 3 
لد - 20 + 0( + 2) 


خا ٠‏ :جد قيمة 1 ١‏ فيفيتي'ن 0 
2 بار الحقيقيتين 51:1-5 +2 


الحل 
الجهة اليمنى تحليل مكعبين بس نحتاج نغير إشارة ونضيف ”5 ثم نحلل . واليسرى ضرب اقواس. 
53 تبر 
للح ح 216 + إير + 41 + :21 
5 -517 + كرو 
4 + إبر5 + 51():4 - 
: 3-7 0 (251 +511 + 32-5200397 ع زرو + 2 
5 -]بر5 ل شرو 
(25 - فبر5 + 2:و)(5 - بو 
00 ال لا اال ويرك + ع2 
5 - إرنو5 + بو 55 
ننقل 7 -7 - 2 -521 +214 
نرتب 2-7 - 7 - 51:8 + 216 
بالتساوي 57 -2 -528 + بز -21 
010 2 - رخ -21 
5 
1- - جم 5- ح بر5 
5 
(11)1 طناك 
2-7-2 ل 2 - بو -(1-)2 
37 ح ل داشا 
4- - بر 
!(4-,1-)] - 5 
2_0 
خارجي:-جد قيمة ب, الحقيقيتين ايك مسحت 


رحب اذالكيت 3حدود والحد الوسط فيه 1 تكدر تحلل تجربة بس غير إشارة الحد الأخير وضيف 2 


(25 -2) 41 - مم 14 + 1ر6 - غير 
ا 00 اسك و 050007 
1 -- 2 1 -- 2 
بالتساوي 28 + 3 ح ]بو + أب - 3 -28 ير 
نم ((3,2)! -< ك5 2 - بر 0-8 
فى 
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1 1 0 0 1 كوه 
-احيائي _خارج العراق :-جد قيمة ,يرا ا 
8 ااحيائي -خارج العراق :-جد قيمة ,هر الحقيقتين  )1+<4)3+1(‏ #برد شيع 





الحلك المقام الايسر نضربه ب 47- ونغير إشارة ثم نحلل ونختصر .ثم نضرب وسطين بطرفين 
1 - من 
5 5 شوقن قير 
( + 3)(غ22 + 1) 1غ 
1 1 1 - من 


مع 3)(همر + 1) (#بروججع) (2+ 3)(نرر + 1) (بوججع)(نس-ج) 
+ 3)(غ2 + 1) ح قرو دعن 


عر + 1ر3 + غخ + 3 ح إبرو + عر 


ننقل 32 + غ + 3 - ]رو دعن 
بالتساوي +2 + 3 - 322 - ]رو + :21 +3 -28ع3 - غرو دعر دعن 
ٍ 3 2 
- 2ن ك1 
2 
3 
(1) :1 د - 6 511 (1) 1 -2ق3 بر 
ال در وه 
2 7 حم 3 ار 
11 3 
5-0-2 


2277 5 ٍ 2 7 0 
ملحوظة :- اذا لكيت اعداد مركبه بشكل كسور بينهم جمع او طرح - + .. وطالب منك تبسيطها شتسوي' 
حم او كل عدد نضربه بالعامل المنسب ثم نوحد مقامات. 

توحيد المقامات بالمقص بشرط كسور وبينهم جمع وطرح 


ظ »ا © + 4< ه© _ © 


01 3 


1 د 
0 »م 1 لح م 
دن 
© 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





: 8 1 1 
كتاب-تمارين1-1:- اثبت ان 2-4 ع جح حت 
0 9 25 2+25) 5(خ-2) 


الحل دائما ناخذ الطرف الايسر. دائما نتخلص من الزعيم بالرياضيات الي هو الاس. 
1 1 1 1 1 1 

















[ك +3 3-41 41-1 4 41-1 4 41+12 لد4 12 ز[ 4‏ 4 
81 41+ 41-3 +3 «(42- 3)- (42+ 3) . 
25 2 42ر32 42+ 3-4103 22 
12 0-2 
01 د اح اللا تت 
1-1 1+7 
الحل 
21 باحر 12-1 1جنة -1 _ 21+17 11 2+1 -1 روور 
1-1 1+2 1-4 1+1 2 1-8 +1 00000 
5 2521-2-4 - الي 22 +21 + 214 + 21- _ ( + 21)1 + ( -21)1- _ . 
02000200 2 9 1 +1 0 -20)1 +1) 0 
الجذر التربيعي للعدد المركب 
حر اذا كان العدد حقيقي موجب نتبع وملددع ع دع 
<( اذا كان العدد مركب يعني يحتوي على : بمجرد ان تشوف العدد فيه ] مباشرة نتبع طريقة الحل الثابتة: - 
حر 


حر نفرض أب +ع« ع ]اط + 0 
< بالتربيع 1/2(5 + <«) -غط + هج 


<< من خاصية التساوي أبود2 + أرر - كير - زع + و 
<ز (1) ٠‏ جح ثبو قير 
(2) در 7 ح بوم21 


<< ثم عوض معادلة (2) في (1) وتحلل تجربة او فرق مربعين. يهمل واحد وتاخذ واحد منهم وتطلع قيم «. ثم 
تعوض قيم »ر في معادلة (2) وتطلع قيم ن. 
<( المطلوب ليس قيم بو,»ا وانما الجذر لذلك الحل النهائي: - 


| قيمة + قيممر -ح- غ8 + 0 
رن م 
حم 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 


كتاب: - جد الجذور التربيعية للأعداد التالية 84 ,4- ,64 + 8 ,17- ,25- 


الحل 
77+ -17- 
هسه نوجد الجدر. مادام العدد بيه زاذا تنستخدم الفرضية. 
بالتربيع 
نربعها و نعوضها 2( 


0 - 9 يرع أي تبرق - 9 - 4ن ةي 


+ دم 





8 + 67 


ح ]7و + عن 


64 + 8 ح إبرومج2 + كرو - شير 


)01 8 -ح 2و كير 
3 6 2 
لاح ح ل 
9 4 4 
090 
خ01«» 8 - جل ير 
1 


0 -(9()22+1 - ثم 


امنأ يهمل ‏ 1-0 7ب22 
او 3+ ع 9 ح كير 0 - 2-9عر 
هسه نروح نطلع قيم ١‏ من معادلة 2 غصبا عليك لان بسيطة كلش . 
1 2 جي | 3 - 2, كر جي 3 ح ير 
3- 3 
#:-3-, +3 -6 +8 
هسه نوجد الجذر. مادام العدد بيه [اذا نستخدم الفرضية. 
نفرض #-ل. ح آرز + ير 
بالتربيع -0 -ح ]رورج2 + شرو كير 
بالتساوي )01 0 ح ثبو كير 
نربعها و نعوضها 2 0 - 1 1- - 22117 
لديا 
0 
ظ 2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





1 
0 1 -#ير4 جه 12« 0م - لب تير 
'01م 
يهمل ‏ 0 1 212 0 -(1 + 222-1()222) 
ْ ل 7ب2 _-2 2 
و 1 و" 7 3 1 23 0 - 1 22 


هسه نروح نطلع قيم نا من معادلة 2 غصبا عليك لان بسيطة كلش. 


1 1 1 1 
جسد يت حي حب خحح يح اي حل ليت كك ري 0 حبحت ص لل 
0 (ج7272 (ج)2 - 
72727 ري 
1 1 1 1 
ا ) لد حتت كد ل 
)727/2 0ه 0 
12 12 
1 1 1 1 
7 حالسل دلخ دب ل دح ع 1/0 
12 2/د 2/د 72 
نفرض 7 - 371 + ند 
بالتربيع /8 + 0 ح غروع2 + غيو - قير 
بالتساوي )01 0 ح ثبو قير 
٠ 5 ٠.‏ 4 
نريبعها ونعوضها )2( 6 جه 2 ب 8 ح 2217 
16 
0 -16-ش#ج جه )و 0 دج 
96 
0 ع (4 + ذعر) 4١‏ - ممن) 
اما يهمل ‏ 0 4 ل شير 
او 2 ح ير ك- 0 - 4 كير 
هسه نروح نطلع قيم نا من معادلة 2 غصبا عليك لان بسيطة كلش. 
2 - 2 2 َّ 2 
> 2 احج كك و سد حت كر - جع دن ل اح إل 
ري 2 2 
مذ 27 22-2 2 - 8 + 0 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 








كتاب-تمارين1-2: - جد الجذور التربيعية للأعداد التالية 0 -,244 + 61,7 
' - 
الحل 1- هسه نوجد الجذر. مادام العدد بيه [اذا نستخدم الفرضية. 
نفرض 7 -ح 371 + ند 
بالتربيع 64 + 0 -ح غإروع2 + غرو - قير 
بالتساوي )01 0 ح ثبو كير 
٠ ٠. ٠‏ 3 
نربعها ونعوضها )2( ح وق جه 2 ب 6 ح- 21217 
4 2 2_7 
0 29ج جه 4 0 - جح - نير 
1 
0 -(3 +3()22 -2ع) 
اما يهمل ‏ 0 - 3 د12 
او 3 ح بر 12-3 0 2-3 
هسه نروح نطلع قيم نإ من معادلة 2 غصبا عليك لان بسيطة كلش. 
3 23 


١/0 + 61 - ./3 + 7/31, 3 - 


نفرض 
بالتربيع 


نربعها و نعوضها )2 


0 - 722-144 - كير بي 


نايا 
حل 


2 - :0 الا 


2ر7 - 144 - 4م جه 


]3665001: - 3 2 


41 -+ 7/7 - زرو + عر 


241 +7 - إروم2 + 2رو - شير 


(1) 7ح شرو قير 

اح رو جد + 4 - 211 
144 

3 2 

2 زر 0 6" 


0 ع (9 + 16()22 -2ن) 


7ع 60- :للواعع1أ1 


اليا 
ال 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





اما يهمل ‏ 0 - 9 ل شير 
او 4+ ح ير 6 - 12 0 -2-16م1 
هسه نروح نطلع قيم نا من معادلة 2 غصبا عليك لان بسيطة كلش. 


12 12 
3 وي - 7 4 ح خ 3 - سح رن - 4 ح دعر 
3131-4-37 + 4 ح 241 + ١7/7‏ 


ملاحظة: - ما يصير نطبق خطوات الجذر التربيعي الا العدد بالصيغة العادية. وإذا كسر او مرفوع لاس او اقواس 
مضروبة لازم نتخلص منهم ونبسط ويصير صيغة عادية وبعدين نبلش. شوف هذا السؤال. 
ه_ نضرب العدد بالعز #/إلمنسب 


ل 4 _ 31اية +4 _ 31ايهة +4 _ 11034 لي 4 
م3/. + 1 - 


1-2 00 1+3 4 9 4 


هسه نوجد الجدر. مادام العدد بيه اذا لستخدم الفرضية. 





نفرض 1+ 1 ح 71و +4 
بالتربيع 3 + 1 ح فبنور2 + ثبو - 2ير 
بالتساوي (1) 1 ح رد شير 
3 
نربعها و نعوضها 2( د 3 3 - 27 
2 4 2 4 2 2_3 
0 - 3 2ر4 *نعر4 2 ح- 3 ع4 جه 42م 1>---- ع 
41 


0 -(1 +22:2-3()2:2) 
اما يهمل ‏ 0 -1 د22 
او + دير ا 3 - 21:2 2:2-3-0 


هسه نروح نطلع قيم ٠‏ من معادلة 2 غصبا عليك لان بسيطة كلش . 


2 -- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





1 اق  _‏ ا تكد 0 اذى 
0 م | 012 
ا 1 
01 13 03 دم 
11١ 12‏ 3/ 1 00 
22-3 2 1 
31_ 731 | 
7/2 0/2 ,1س + ص - 14+31 


حل المعادلة التربيعية الثنائية الحدود في الاعداد المركبة 
المعادلة التربيعية ثنائية الحدود لها طرق عدة للحل لكن ابسطها هي الطريقة التالية: - 


0+ - عر الطرفين | 1-6 0 - مع تعر 
اذا كانت و سالبة لا تنسى ان تضع (8) لناتج الجذر. 
. كتاب-تمارين1-2: - جد مجموعة حل المعادلة التربيعية وبين أي منها يكون جذراها مترافقان 
0 -422+25 , 12--2ج 


الحلى<ح الطريقة الأولى: - بالجذر للطرفين 


3 - 12-/+ ح عر للطرفين| 2 -2ج7 


الطريقة الثانية: -مجموع مربعين وضربه ب(12-) 


0 ح (:21/3 +20/31:()2 -ج) ( (0-خ2-12:2ج 0 22+12 
اما 1 ح- تج 0 - 210/31 دج 
او 31 - 7ج 0 20/38 + 7 
الجذران مترافقان (21/31 - 20/38,0 + 10 - و 
ديا 0 ح 25 + 472 
بات 


2-- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





الطريقة الأولى: - بالجذر للطرفين بس لازم نرتب المعادلة 


الطريقة الثانية: -مجموع مربعين وضربه ب(12-) واجب 


طريقة ثالثة: - بالدستور بعدما نجعل المعادلة ثلاثية واجب 


0 - 25 + 07 ل 472 


5 5 . ٠ 
الجذران مترافقان | -0 2 2 0 - ك5‎ 


حل المعادلة التربيعية الثلاثية في الاعداد المركبة 


ار 


اذا المعادلة تحتوي على : في الحد الوسط. تكدر تغير 
إشارة الحد الأخير وتضيف 15 ثم تحلل تجربة . 


اذا المعادلة بهاي الصورة تكدر تحللها تجربة 
0 ع (01 +دع)1و +جز + 2ج 
0 ح- م +خجع + 2ج 
0 ع ((01 + ع) + 2)( 01 + 2 ) 
| : 1 0 - 014 +جع + 4ج 
ثم الحل بطريقة اما او ونجد قيم 2. 


:* اذا المعادلة ليست بالصور أعلاه وماكدرنا نطلع الحد الوسط نحلها بالدستور. 

054 بعد ما نصفر المعادلة شرط ثم نحدد قيم ,8,8 .تحذف 7 والباقي المضروب بيها يمثل ج ثم تحذف 7« 
والباقي يمثل « اما المقدار الخالي من © شكد ما كان يمثل ح. 

» نطبق القانون التالي لايجاد قيمة “ا وهو 


426 -525/د + 6 - 
لتتلجتتتبتببتك ح مر 
23 


* وهنا عدنا الجذر شلون نتعامل وياه ؟ بيه 3 حالات خل نشرحها بالتفصيل . 
/) اذا طلع ناتج داخل الجذر موجب فماكو اي اشكال نطلع اله الجذر وهايهيه. 
) اذا طلع داخل الجذر عدد سالب بس نحول السالب الى 1 لان عدد تخيلي . 
177 )اذا طلع داخل الجذر بيه (1) فهنا ناخذ فاصل ونواصل نروح نطلع قيمة الجذر التربيعي حسب خطوات 
الجذر التربيعي ثم نجيب الناتج ونعوضه بالدستور .ونواصل الحل . 
دن #* نكتب مجموعة حل < . 
لك **» والدستور نكدر نحل بيه كل المعادلات التربيعية الثلاثية وخلاص. 


*» 


4 


2 - :0 الا 32 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





كتاب-امثلة -تمارين 1-2 : جد مجموعة حلول المعادلات التربيعية وبين أي منها جذراها مترافقان 


الحل 
باوع وانظر هنا اذا تحلل تجربة ما يطلع الحد الوسط ابدا لذلك نروح للدستور 
0-5 4 - ير 1 - 4/ 0 ح 5 دعر4 + ير 
27 + 4- 4ل + 4 20 - 1/16<+ 4- (4)1()5- 16 +4- عن4 - 52 + 7- 
ل ل ال ٠ل‏ سب اك ظ/--_ااال لل ب 21 ج22 1/// لل كد / 7777ب للب الللللاش خلج لل يِل 
2 2 2 2.1 201 
2-1 م + 2 ب+ه- 24ر4 
خم سد نمس جح الى / ب ححور / ست مه سس عع سس لت آل 
0 0-2 2 
الجذران مترافقان (-2-+24--ك5 


باوع وانظر هنا اذا تحلل تجربة ما يطلع الحد الوسط ابدا لذلك نروح للدستور 





838 -ع 5 دم 4-2 13-0+ج5 -2ج27 
791+ 5 - 20-39 5 104 - 025+ 5 (4)20013 - 25/ + 5 عمه - 11/52 هد 
١ 22 0 4 0 00007‏ 20 0 
79 5 
مك2 
4 -4 





الجذران مترافقان 


1/791 5 1/791 5 
سس سس حت بي سس | 4 حت فى 
4 بك 4 4 


باوع وانظر اذا اكو (7) بالمعادلة التربيعية هنا اذا تحلل تجربة ما يطلع الحد الوسطابدا. لذلك نروح للدستور 
1[+3-)0) 8-3 84-1 0 3+8 +2-372ج7 
1ه - 3-/1 + 3 _ 12-414 - 210/9 3 _ 13 +4103 -7/9 +3 _عهه - 52ل/1+ 65- _ 
2 2 2 22 
نروح نطلع قيمة الجذر ونرجع نعوضها. 
هسه نوجد الجذر. مادام العدد بيه 1 اذا نستخدم الفرضية . 


نيا ش 
66 بالتربيعه ‏ 44- 3- - #رروع2 + 22-12 جه نفرض 41 - 3-/. -ح إبو + ير 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





بالتساوي 
نربعها ونعوضها )2( 
2 4 2 4 2 4 2 
0 - 4 عيرق ل ير خ3- ح بك عن جه 2 وك 2 
0 ح- (4()22-1 + كم 
اما يهمل ‏ 0 - 4 ل شير 
او 1+ -عن 1 -2م1 0 1 غير 
27# + 22-1 1 ع4 3-هة 
هسه نعوص هذا الناتج مالت الجذر بالدستور. اما 
27 4 2 1 ب 3 
# حدلى حا بدح ب 
2 2 2 م5 
ده 2ت 2 27 + 1 3 
2922 2 2 
غير مترافقين !2 +12-1+- < 5 


72+ 22+ 22-2 - 0 

الطريقة الأولى: - باوع وانظر هذا هسه تنطبق عليه الحالة الأولى ام الاقواس يعني نكدر نحلل بالتجربة. 
غ- دج 0 8+ جع 0 ح (2 - 2) +ج): + ع) 
مي +24 -ج 0 ح- (م-2) +7 


الطريقة الثانية: -بالدستور بعدما نرتب المعادلة ونفتح الاقواس 


0 1 +2 +27 2ج 0 -2-2 +ج2 2ج 0 -(خ2)2-2 +2 2ج 
21 +1 -6 2 18 1-- قم 0 -2 +1 +2 2ج 
[8 -7/0+ 2- _ 4-81 - 4/< 2- _ (23 +4.1.)1 -4لن + 2- _عهه - 52ل/ردج مد _ 
م 2 2 2 23 


2 -- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 


نروح نطلع قيمة الجذر ونرجع نعوضها. 





نفرض 7-/د ح 371 ل ند 
بالتربيع 83 - 0 ح ]و2 + شرو شير 
بالتساوي )01 0 ح ثبو شير 
نربعها و نعوضها 2 ا د 2 + 8- - 2261 
0 4-16ج بي » 22-6 تم 
0 ع (4 + تير) 4 - كع) 
اما يهمل ‏ 0 -4 + 2ن 
او 2 ح بر 4 - 2ينر 0 - 4 فكع 

هسه نروح نطلع قيم ا من معادلة 2 غصبا عليك لان بسيطة كلش . 
0-2 2- ح جا د - كدر جه 2 حدر 

2- و 
21-227 2 د88 - 0 
هسه نعوض هذا الناتج مالت الجذر بالدستور. اما 
--2+2-2-2- 
غير مترافقين [:- ,1 + 2-) ج.و 7 4- 5 2 
وا < سن الجن 


هذا هسه نكدر نحلل حسب الطريقة الثانية بس نضيف 22 
0 ع (ة + )32 - 7) 


# جعي 0 حعٌ دع او 


او عن طريق الدستور 


1-5 
92 


2-- :0 الا 2 3 - :3665001] 


5-7 


0 -3 +22 2ج 


0 32 ج27 2ج 


0 - 38 - جاما 


7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





16+ 21 _ 12 -4-/ + 21 _ 4.3 -42ل + 2 _ عهه - 21/52 د _ 





2 2 2 31 22 ا 
ب 41 211 
27 + - - 7 
2 
م3 :22 بن دج آو هه -غ2 -غ عدج آما 
5-1-3 


إيجاد المعادلة التربيعية اذا علم جذراها 





هنا بهذا الموضوع راح ينطيك الحل مالت المعادلة عبارة عن جذرين بشكل أعداد مركبة ويطلب المعادلة التربيعية 
الاصلية 


*» اجعل العددين بالصيغة العادية للعدد المركب يعني تخلص من الكسر ومن الاس إذا موجود. 
نجد مجموع الجذرين وحاصل ضربهم 
مجموع الجذرينت |+م” 
حاصل صربهم > | .ا 
ونطبق المعادلة هي 
0 - حاصل ضرب الجذرين + «( مجموع الجذرين) - 2م 
«» إذا ذكر بالسؤال وحدة من هاي العبارات (معاملاتها حقيقية) (الجذران مترافقان) (المعادلة معاملاتها تنتمي ل 
8). حتى لو اعطى جذر واحد فان الثاني هو مرافقه. 
وجود الأصدقاء الحقيقيون, قراءة الكتب المفيدة» وجود إنسان لا مبالي» جميع هذه الأمور من مقومات 
الحناة المتاليكن 
صدقني. لبس هناك الم عظيم ولا ندم ولا ذكريات» كل شيء ينسى حتى الحب العظيم. - ألبير كامو 
)) لدينا الكثير الكثير من الأساتذة الذين يحتاجون الى مصحات عقلية ونفسية بسبب طرق تعليمهم 
المتشددة حيث انهم يحولون المدرسة الى ثكنة عسكرية, يحمل الطالب كل الأعباء في سبيل ان يصل اليها 
وهو مرتاح البال))) 
((( كم لدينا من مدرس محبوب ----القليل القليل. واعرف الكثير من الطلبة الذين عشقوا موادهم الدراسية 
بسبب ذلك المدرس))]) م.امجد 
حم 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





كتاب-امثلة -تمارين1-2 :كون المعادلة التربيعية التي جذراها (27 + 2)+ 


الحل 
نبسط الجذرين قبل المباشرة بالحل. 


]- -)2+ 22 --2-27 


مجموع الجذرين 


م2 +2 -22 + 2)+ -ح صر 


0 -:2 -2 -2 +2 - (2 -2-) +]2 + 2 -ح] + صر 


11.1 - )2 + 21()-2- 2( - -4 - 44 - 4) - 42 - -4 - 8] + 4 - -81 


0 - حاصل ضرب الجذرين + د مجموع الجذرين) 22 


0 -81 كير 


كتاب-امثلة -تمارين1-2 :كون المعادلة التربيعية التي 
معاملاتها حقيقة واحد جذورها 471 - 3 


الحل 

بما ان المعاملات حقيقية اذن الجذران مترافقان 
:4 5 -غ] 43 -3 -11 

مجموع الجذرين 


6 ح- ]4 + 3 + 41 3 ح] +11 

حاصل ضرب الجذرين 

5 - 42 + 35 ح (4 + 41()3 - 3) - ]111.1 
المعادلة هي 

0 - 25 +62 - 
شوف المعاملات مالت المعادلة طلعن حقيقيات مابيهن ‏ 
ولو طالعة : حلك خلط. 
دز 


2 - :0 الا 


]3665001: - 3 2 


- 02+ )-81(- 0 


كتاب-امثلة -تمارين1-2 :كون المعادلة التربيعية التي 
معاملاتها حقيقة واحد جذورها “2777 ليد 


الحل 
بما ان المعاملات حقيقية اذن الجذران مترافقان 


_ 1/2+34_ 0/2 3 0/2 33 


4 << 4 4 002774 

مجموع الجذرين 
12 02 
ك4 ايك 2 


حاصل ضرب الجذرين 


7/2 3:١ 0/2 7 
- + |) 


7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 


كتاب-امثلة -تمارين 1-2 :كون المعادلة التربيعية التي 
معاملاتها حقيقة واحد جذورها ْم - 5 


الحل 
بما ان المعاملات حقيقية اذن الجذران مترافقان 
7 +5 حلم خم 55 -111 
مجموع الجذرين 


0 -1+ 5 +51 حع-] +111 
حاصل ضرب الجذرين 
6 - 12 + 52 - (2 + 5)(: - 5) -11.1 
المعادلة هي 
0 - 26 +102 - شير 


كتاب-امثلة -تمارين 1-2 :كون المعادلة التربيعية التي 


جذراها ‏ م#-1 -غ2 +1 -:111 


الحل 
مجموع الجذرين 
+2 -غ-1 +2 +1 -] +111 
حاصل ضرب الجذرين 
(-28()1 + 1) -].111 
م +3 -2++2-22-1 1-7 - 
0 عح 0 -1 +3 +ع(خ + 12-2 


اذا كان مجموع الجذرين عبارة عن حدين من تكتب 
المعادلة لازم تخلي اقواس على مجموع الجذرين لان 
مضروبات بإشارة سالب ومضروبات ب« 


حل 
ليا 


22 - :0 الا 


]3665001: - 3 2 








211 9 1 2 
6 16 16 
المعادلة هي 
, 11 1 : 
حلدالبيج ل شير 
16 2/. 
كتاب-امثلة -تمارين1-2 :كون المعادلة التربيعية التي 
ذراها 2-2 - 6 
جار 2 03 1 1+2 
الخل 
نبسط الجذرين قبل المباشرة بالحل. 
+ -خنة-ة ‏ 1-1 راحةر 
+1 الت ]1 ” يحك ]1ن 2 
| 2-47 3-4-1 
2222-1-27 ل ست لس 
2 2 


+4 +12 - 9 -ح *2(5 - 3) -[] 
7 -5 -ح 4 12 0 - 
هسيينلاي الحل«#التنا 
مجموع الجذرين 
127 5 +2 -1 -غع +11 
7 -6 - 
حاصل ضرب الجذرين 
(128 -2()5 - 1) -111.1 
-+ :10 -12 - 5 - 
19-27- -ح- 24 228 5 - 


0 -<221 -19 -14(2 -6)- غير 


7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





كتاب-امثلة -تمارين1-2 :كون المعادلة التربيعية التي أراك هجرتني هجرا طويلا 


معاملاتها حقيقية واحد جذورها م - :111 وما عؤدتني من قبل ذاكا 
الحل عهدتك لا تطيق الصبر عني 
بما ان المعاملات حقيقية اذن الجذران مترافقان وتعصي في ودادي من نهاكا 


4 -غم غ-ع7 فكيف تغيرت تلك السجايا 
مجموع الجذرين ومن هذا الذي عني ثثاكقا 
0 -(1-)+1-ع لمم فلا والله ما حاولت عذرا 
حاصل ضرب الجذرين فكل الناس تعذر ما خلاكفا 
2-1 خخ يرج م صر أ بهاء الدين زهير. 


المعادلة هي 
0 - 1 +ع غير 
0 -1 لس ثخير 
توضيحات حول إيجاد قيم ع,ط, ج في المعادلة 
اذا المعادلة مو قياسية. سويها قياسية. بهيج صيغة 0 ح مقدار + «(مقدار) - 2م 


بحيث اذا شفت اثنين 2 اخذ عامل مشترك وكذلك الإشارة لازم ترتبها ولازم تصفرها. بحيث تصير ضبط مثل القياسية. 


حدد قيم 8,0,م مالات الدستور مع الإشارات. 
حدد الجذرين بالسؤال. واذا كال مترافقين او المعادلة معاملاتها حقيقية» او معاملاتها تنتمي ل او شفت 
المعادلة ما بيها ) فمعناها الجذران |,مممترافقان. 
ع شوف اذا انطى (8 ع © ,5) هنا عدنا شوية مشكلة. تشوف المعادلة اذا ما بيها (8) يعني الجذران مترافقان 
لكن اذا انطى (/ ع »ع ,6) لكن المعادلة بيها (8)فهنا يعني ليسوا مترافقين فدير بالك. 
استخدم القانونين. اذا معلومةع استخدم قانونها أولا واذا 8 كذلك تبدي بيها أولا. 
0( 58 


> ارون حاكن صرب الطرين لي ا ال 


2 
ةك 
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الفصل الأول - الاعداد المركبة 





1-د1-كتاب-امثلة -تمارين1-2 :اذا كان # + 3 هو احد جذري المعادلة 0 - 51 + 5 + يرج - 2ج جد قيمة 
') ع 4 و ما هو الجذر الاخر ؟ 


الحل 
 ) - 5 + 57‏ مدحدير 1 ح- 4 7 + 3 -111 
دير بالك هنا ] ما موجودة لان ما كايل المعاملات حقيقية ولا مترافقان ولا ينتمون للأعداد الحقيقية 
.من قانون الضرب. 


55+57 
1 





ح .(2 + 3) - غ111 


من البعيد على القريب ‏ 5# + 5 -].(2 + 3) 


ري _ 20+101 _ 5 +101 +15 _ 1581-52 +51 -15 ر أنحقي 5151 _ 
7 0 20020010 10 0 1 + و9 م-3 ديه 0 








الجذر الاخر هو م +- 2 
ومن قانون المجموع نجد القيمة الثانية. 


2 د ] بير 
4 


-)-0( 
1 


-غ +2 +غ+ 3 





0 -2 + 5 
لاحظ ان قيمة جح طلعت تنتمي للاعداد المركبة مثل ما كال بالسؤال. 


5-د2: !اذا كان (43 - 2) هو احد جذري المعادلة التربيعية 0 - 6 - ع + برط - جر - 22 معاملاتها حقيقية 
فجدقيم ( ع ع,5) 


الحل 
لازم نجعل المعادلة قياسية بيها )“ا واحدة. 0 -6ح» +2>*(طم +1)-22 
نجد قيم ع , 5, ج مالات الدستور ب 6-م6-) (1+5)- حي 2 - 4 
بما ان قيم المعاملات حقيقية (معطى في السؤال ) 41 +2 -] 2-4 -11 
ومن قانون المجموع 
ح ناك ب بي + 2 + ع - 2 لكك - ] + ور 


2 -:0 الا 2 31 - :366500|1] 7 ع 60 - :310زعم116 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





7 - 1 8 ح- 
ومن قانون الضرب 
ج[ تح .غ111 
" 
20 25 - 16 +4 “2 - زه + 40.)2 - 2) 
6 -ح 6 + 40 دم 6 - م - 40 
7 - مرا 6 - عم 


7-د2-خارج العراق:- اذا كان (28 + 1) هو احد جذري المعادلة التربيعية 0 - جح +«( - 3) - 22 فما 
قيمة الجذر الاخر وقيمة ج؟ 
الحل 7 - 1 -11 0 - ) (-3)- 8 4-1 
دير بالك هنا ] ما موجودة لان ما كايل المعاملات حقيقية ولا مترافقان ولا ينتمون للأعداد الحقيقية 
من قانون مجموع الجذرين 
-3 -+خغ2 +1 يا +1 د ] بور 
:2-3 -2 <1 -خ2 - 3 -غ 
الجذر الاخر هو -38 - 2 
ومن قانون الضرب نجد القيمة الثانية. 
5 (38 -22)2 +1) 111.1 
+8 -هم +8 -غ +6 +2 -62-غ4 +3 -2 -هن 
قال الصبي للحمار: ( يا غبي ). 


قال الحمار للصبي: ( يا عربي ) ! 


حل 
609 


2-- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 





اثرائي :-اذا كانت المعادلة الانية 53171 - (4.1 - خ1) + ج33 - >كإجذرها الاول ضعف الثاني فما قيمة ) ؟ 
الحل 
لازم نجعل المعادلة قياسية بيها »ر واحدة ولازم نصفرها. 0 -غ4 -ع +غع3 +دع3 - تعر 


0 -4 -ع +دع(3 -3) - تيع 
نجد قيم ع , , ج مالات الدستور 4# -ي 6 (3-323) حير 1 - 4 


الجذر الأول -ضعف الثاني. بهيج عبارات دائما افرض أولا الأقل .وهنا بهذا السؤال هو الجذر الثاني-12 اذن الجذر الأول 
يكون :211 


ومن قانون المجموع 


_ -8( 3-38 








57 3 -311 ح 1 + 211 ل ح ] 1111 
1# -11 
ومن قانون الضرب 
0( 
ح عمٌ.111 
0 
: د 5 2 47 -ع/ 
47 ع ح >“( -2)1 [4 -ع] - 21:4 7 - 211.11 
م4 -ي2 - (1 -غ2 -2)1 م4 -ي - (2: +2 -2)1 
0 حدع/ 47 ع] ح 4 
كل انسان أصادفه لا بد أن يفوقني من ناحية أو أخرى ولذلك أحاول أن أتعلم منه 
اميرسون 
الهدف النهائي للحياة هو الفعل وليس العلمء فالعلم بلا عمل لا يساوي شيئاً. نحن نتعلم لكي 
نعمل. الدوس هيكسلي 
عجبت منك ومنتي يا مُننية | لمُتمَنبي 
ب أدنيتتني منك حت ظننت أنتك الى الحلاج 
لك 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





التمثيل الهندسي للعدد المركب (ارجاند) 
<< يمكن تمثيل اي عدد مركب 371 + عر - 7 بصورة هندسية على الاحدائيات الديكارتية بتحويله الى الصيغة 
الديكارتية أولا (2,37) 
<( يمثل الجزء الحقيقي على محور السينات الموجب او السالب (يمين او يسار) حسب اشارة الرقم. 
يمثل الجزء التخيلي على محور الصادات الموجب او السالب (صعودا او نزولا) حسبا اشارة العدد. 


ا ا 7 للرسم هي 


رسم عدد(2) حالة الجمع ا حالة الطرح 
ونظيره الجمعي(72-) و ح- 22 +21 و ح- 21-22 
او مرافقه (7) نجد من عملية الجمع نجد من عملية الطرح 
. كا | 11 كا |11 
يحول العدد الى (2)27 جه 1ج (2)2 جه وج 
صيغه ديكارتيه 61 
٠ 2 5‏ 00000 07 0 0 
(/ا,»*) (7)22 جه رج 0 
1 كا ]11 لفك 
ثم 100 موقع النقطة (17)22 حك 232 (22-)1 007 
0 ارت بعدين نحدد النقاط على الاحداثيات م" 
الاصل. ونوصل بين ب احج جحي يجي 
3 27113 27082 7011 بعدين نحدد النقاط على الاحداثيات ونوصل 
700 5 بين 000 
فيتكون مضلع رباعي 3 2123 2022 20271 


زارٌ الرئيسُ المؤتمن---بعض ولايات الوطن---وحين زار حيّنا..--قال لنا: هاتوا شكاواكم بصدق في العلن 

ولا تخافوا أحداً.. فقد مضى ذاكَ الزمن فقال صاحبي "حسن": يا سيّدي 

أين الرغيف واللبن؟ء وأين تأمين السكن؟ وأين توفيرٌ المقن؟ء وأينَ من 

يُوفْرُ الدّواءَ للفقير دونما ثمن؟ يا سيّدي لمنرّ من ذلك شيئاً أبداً. ‏ قال الرئيسُ في حزنئ: أحرَّقَ ربي جسدي 


كَل هذا حاصل في بَلَدي؟!! ‏ شكرا على صِذقكَ في تنبيهنا 2 يا ولدي سوف ترى الخير غداً. 


ليخي 

وبعذ عام زارنا. ومرةً ثانيةً قال لناء هاتوا شكاواكم بصدقٍ في في العلن. ولا تخافوا أحداً فقد مضى ذاك 

الزمن. لميشتك النامئ! فقمث معلناً: أين الرغيفُ واللبن؟ك وأين تأمينُ السكن؟ وأين توفيرُ المهَنْ؟ 
أي من يُوفْرُ الدّواءَ للفقير دونما ثمن؟ معذرة سيّدي.. وأين صاحبي "حسنْ"؟! احمد مطر 


2-- :0 الا 2 3 - :3665001] 7 ع 60- :لطوناعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 


مثال 22-كتاب: - مثل العمليات الهندسية التالية بشكل ارجاند 


2()6- 22-)2-8( 


حالة الطرح 


كا |11 


01 
(2- ,6( - (12)21 جب ]2 6 - 171 
بس بحالة الطرح لازم ندخل الإشارة على العدد الثاني 
وبعدين نطلع نقطة رقم 2 
كا ]11 
(2,5-) -(2)20 جب 56 + 2--ح ر(#7- 


هسه نرجع من جديد ونطرح الأرقام ونجد ناتج النقطة 
الخالقة 


- 6- 2 2+ 5] - 4 + 31 


كا ]11 
(4.3) - (:2)7 + ]تق +4 ح وج 


لا 


-( 2 )وآ 
١‏ 5 و 12 





- بثك )ر[ 
(2- ,6) ,8 
هل اتاك القلب قد نال الرحيل 
كان يقضي الوقت حزنا والدموع 
ابن انت الليل مرعب الظلا 
1 م مر و 8 
فق يا مسافر قل فوّادي هل اتاك 


2 - :0 الا 


]3665001: - 3 2 





1()3 + 42 + )5 + 28 


حالة الجمع 
من كل عدد نطلع نقطة 


كا |11 
(3,4) - )2 4 + 3 ح ره 


12 
(5,2) - (ير)م 5غ + و - ر2 


2, + 2, - 3 + 41+ 5 + 21 8+ 6 


تا | 11 
(8,6) - (و2)27 + 6 + 8 ح وج 





ويه اخر ضحكه شد حيله واجاك 
من مشيت بسرعه طلعهن وراك 
فدوه متشوف الكلب بلكت لكاك 


دوره زين ايجوز متغطي بغطاك 
7ع 60- :لطونعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





تمارين1-3: - اكتب النظير الجمعي لكل من الاعداد التالية ومثلها مع نظائرها بشكل ارجاند 


2-7 [ 1 -جع 1+1 -ج [35 +2 ع7 


هنا مطلوب الحالة الأولى العدد والنظير الجمعي الي يغير إشارة كل العدد وحيل بسيط 
وخلها فاعدة ببالك دائما العدد ونظيره الجمعي الرسم مالتهم متعاكس ب 180درجة 


شكل ارجاند نظيره الجمعي العدد 


3 


ا + 2 - 27 
(.4- 3ت) - 7-21 (3 2( - (2)21 


1-3 ح و27- قاس ات كت 7 
(3-,1) - (ج-)م (1,3-) - (7)22 


م + 1- خم 1-7 ح وه 


(1 ا ) 6 (ج2-)7 (1- 01 5 (2)23 





2,- 0+ -27,7- 0-6 
2)24( 0 (00 1( 7)-24( - (00 -1( 





9 


2 - :0 الا 2 3 - :5001ع36] 7 »ع 60- :لطودعء1اء1 





الفصل الأول - الاعداد المركبة 





المقياس والسعة الأساسية والصيغة القطبية للعدد المركب 


الصيغة القطبية هي تحويل العدد من صيغة جبرية ( أبا+ «-ج2) الى صيغة بدلالة 6 05» . 6 5112 . ونتبع الخطوات: 
*» لازم العدد بالصيغة العادية. وإذا كسر او مرفوع لاس وكذاء لازم يتبسطيالله بعدين نبدأ بالخطوات مالتنا. 
*» عدنا لو العدد بصيغته العادية كاملا لو مكون من جزء واحد (حقيقي او تخيلي). 
يه اذا كان العدد كاملا ألا+)ا<2. 
حتى نوجد الصيغة القطبية امامنا خطوتين نجد منها مجموعة من المطاليب ثم في النهاية نكتب الصيغة القطبية 
الخطوة الأولى 


<( المقياس: - وهو عدد حقيقي موجب يمثل طول العدد المركب ونرمز له بالرمز 


( 2+ تعل, - " - ااا - (04)2) 


الخطوة الثانية 
وتمر بعدة مراحل الى ان نصل لها وهي السعة الأساسية 


نجد زاوية الاسناد حسب القوانين التالية: - 


ح- 0569© 


51110 - 


بم | ب ني'| ي- 


ثم نحدد الزاوية من خلال قيم 587:6 او 0056 للزاوية الخاصة المعروفة. 


او بطريقة مختصرة ومضبوطة شلون؟ اذا 1/3 موجود بالجزء التخيلي فان الزاوية هي | - 60 - 6 واذا 


من لكر الحقيقي فان الزاوية | - 30 - 6 واذا العدد لا يحتوي على 3/ فان زاويته |5 - 45 - 6| 


- 45 -و “6-30 0-20 





ثم ننتقل الى مرحلة تحديد موقع العدد حتى نعرف قانون السعة الأساسية للعدد حسب الربع. لاحظ المخطط الاسفل 


ال 
صم 


2- :0 الا 2 3 - :3665001] 7 عم 60- :لطونعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





السعة الاساسية((2)ع:8): - هي الزاوية المحصورة بين محور السينات الموجب دائما وبين العدد حسب موقعه 
والدوران عكس عقارب الساعة دائما. ولها أربع حالات حسب الارباع وموضحة بالمخطط. 


الربع الاول يكون العدد فيه بشكل 
1# 2+ ح جم 


(056©,1+58110+) جه (ل رل) 


ولاحظ اشارة الجزئين الحقيقي والتخيلي موجب 





الربع الثالث يكون العدد فيه بشكل 
#[##- 2 ح دج 


(©5111-,0560ع-) جه زح ب-) 
0 + ع7 ح- (2) 41:0 ع السعة الاساسية 


ولاحظ اشارة الحفيقي والتخيلي موجب 





النتيجة النهائية نكتب قانون الصيغة القطبية حسب التالي ونعوض (7) 41:9 ,:1 
5110 1 + 927(1-1:]605680:-5111)41 1 + (7|]605)41:907|| - 7 
وإذا طلب السعة وتمثل السعة الأساسية للعدد مضاف لها عدد صحيح من الدورات 


7 ع 11 72+21 ومىثم > السعة 


2 
در 


2 - :0 الا 2 ع 3- :83665001 7 »ع 60- :لطودعء1اء1 





الفصل الأول - الاعداد المركبة 





6-:1: -جد المقياس والقيمة الأساسية للسعة 2-:1: -جد المقياس والقيمة الأساسية للسعة 
للعدد المركب 38/+ + 1 للعدد المركب (3,1/-) 

م3 +1 عدج (3,1/-) + 7/3 عدج 
(+ ,+ ) 3 را 1 -2 (1,1/3) (+ ,م 1 -<مند 7ل حير 
نطبق خطوات الصيغة القطبية. نطبق خطوات الصيغة القطبية. 


2و + 22/. - 1 - 27 200 ح المقياس(1 “رو + 2عر//.ء - 3١‏ - 7 717200 ع المقياس (1 


1+3 - (3/) + )| 0 1 +8 - 1(2) + “)ا 5 


1 2 3 يي 
دع - -ح 0056© 0-6 
د عر 2 --- 80802 
1/3 
1837 ورررى عدون 
2 1 1 
زاوية الاسناد - 0 زاوية الاسناد - 0 
وتقع في الربع الاول وتقع في الربع الثاني 
* - 6 ح (2) 2(4109 1 
3 0 2 - 552 - 5 مر - 0 -ع, - (2) و2(47 





6 6 
نكتب الصيغة القطبية ونعوض. طبعا هنا ما مطلوبة 
المطلوب منك. 


7 - 7*)6056© + 1 51120 ( 


نكتب الصيغة القطبية ونعوض. طبعا هنا ما مطلوبة 
المطلوب منك 


7 - )©6056© + 1 51120 ( 


1 1 
)2 151 60521 7 - 5# 02 كرك 
م 5 1 + -605) 7-2 


ال 
اليا 


2- :0 الا 2 3 - :3665001] 7 »عم 60- :لطونعء1اء1 





1-:1: -جد المقياس والقيمة الأساسية للسعة 7-:2: -جد المقياس والقيمة الأساسية للسعة 
01 21 

للعدد المركب لك سكلا للعدد المركب -+ل 
1+1 خ+1 


نجعل العدد بالصيغة العادية 


1-37 3/. + 7 
7س يا ل حت م 
37 1 20/38 +1 


نجعل العدد بالصيغة العادية 


281 1-82 28- 4 




















شك 2 اه 
1+1 -1 1+8 
“2.31 -1/31 + 140/31 - 7 سغدة اساد تك 
1+3 7 وو 
1 -13 6+:7-13731 “4 2252 
132 13 هسه نطبق خطوات الصيغة القطبية. 
131734 0103 (+,+) (1,1) 7 + 2-1 
2793770-10 0 
2) + 1(5) 3 د + شير ح 1 ح المقياس (1 
)+,-١(‏ (3/-,1) 1-37 ح دج 2 - 
ربع رابع 1 
ل 
“ب + 22ل/". ح :3 - 7 11200 ح المقياس (1 3 
1 _ 72 . 
5 جاح دح 5111# 
2 - 4/ء - (1/3-) + 1(2) ل 12 7 
7 زاوية الاسناد 6-7 
2 ج - -0050 
َ وتقع في الربع الاول 
1/3 1 ور 11 5 1 
زاوية الاسناد - 0 عذَّبْ بما شئت غير البعدٍ عنكَ تجذ 
تقع في الربع الرابع أوفى مُحِبء بما يُرَضيكَ مُبْتهج 
12 - 672 12 خذ بقيّة ما أبقيت من رمة 
: --ب -2 - 2-0 - (2) 27479 1 00 
5 لا خيرٌ في الحبٌّ إِنْ أبقى على المهج 
ص 008 ابن الفارض 
كط 


2 -- :0 الا 2 3 - :3665001] 7 عم 60- :لطونعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 








8-د]: -جد المقياس والقيمة الأساسية للسعة 23-8: -جد المقياس والقيمة الأساسية للسعة 
2 4 
للعدد المركب (38/ + 1 للعدد المركب 
0 ) ( لمر 1-38 


بالبداية لازم نبسط العدد نسوي صيغة عادية يالله عود 


يعدين نكدر نحل صبغة قطيبة. هسه نفة حدانية 1 5 
بعدين نكدر نحل صد 5 نفتح مربع حدانئد نجعل العدد بالصيغة العادية 





32 +:2731 +1 - 181 +1) ع 1/3 0 4 
50 53 اجلتتت يخ لاا ادهع 
3 20/34 +1 +14 1-31 
31 + 2 - 
هسه تطي خطو زو بن القطبية بوع أقلط كر نقلمده _ 
م 0 4 "4 3 +1 
(+,-) (2,2078- 1 + 2-2-2 
0 فى عير 1ه (58) 
ربع ثاني 


(2:/3) + 2(2 8 - م نطبق خطوات الصيغة القطبية. 





4 - 1/16 - 4.3 + 4ل. 2 + 2عرل,  -‏ - 7 00م - المقياس(1 
1 2 ”7 0 
جح حد-- -ح ومح 2 
2 4 # 3+ 7/1 - (0/3) + 1(2)/ - 
3 2213 
13 قله _ ١غ‏ و 2 - 4 - 
2 4 و 
ا 000 3 2_1 
زاوية الاسناد هي :-0 مسحيينة 
وتقع في الربع الثاني 33 37 ور 
لح - -ح 51 
7 - 672 1 بحدد 
- ح ع2 ح 6 جع -ح (7) 41:0 
3 3 زاوية الاسناد 3م 
05# 7 
3 وتقع في الربع الاول 


5 - 6 ع (2) 2(41:9 
نكتب الصيغة القطبية ونعوض. 
( 511:60 1 + ©1:)60568 - 7 
ان (7 1517 + 6057 2 - 


ال 


2 - :0 الا 2ه. ع ][مة ة- :5001ع36] 7 »ع 60- :لطودعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





6 تمهيدي: -جد الصيغة القطبية للعدد المركب 2-د1:اكتب الصيغة القطبية للعدد للعدد 


4-2 المركب 2:2 - 210/3 - 7 


3+7 





هنا لازم نبسط العدد ونسويه صيغة عادية يالله بعدين 











: 1 (2-,217/3) م2 207/3 -ج 
نسوي خطوات الصيغه القطبية. 
2 + غ6 - :4 - 12 3-1 4-21  )+,-(‏ 2-رر 2/3 -ع 
بالق هقد اج مو 
1 + 9 م31 8+ ق3 ربع رابع 
101 10 _12-2-101 - 0001 00 
1 210 10 0 نطبق خطوات الصيغة القطبية. 
را “رو + 2عر/,ء ح :37 - 7 11200 ح المقياس(1 
هسه نطبق خطوات الصيغة القطبية. هسه نطبق خطوات 
.م اوم و ال 2 
الصيغة القطبية. 4 + 1/12 - 2(2) + (1)207/3 - 
,+) (1-,1 7 2-1 
(<,+) 2-,6 006 
2) + 1(2)/. - ثبو + 2رل/. ح م1 ح المقياس(1 
)01 010 0 س( 8 27/8 يي 
13 2-0 - - ع 0586© 
: 2 4 7 
1 
-2 د وونق 1 0 : 
م 4-5 - ب - 51180 
1 فى . _ 
خخ 23ح مونو زَاويهُ الاسناد --0 
1 
_ 1 وتقع في التوبغ الرابع 
زاوية الاسناد وتقع في الربع الرابع - 0 
2-2 -ح 6 - +2 ح (2) 2(41:9 
١ 11 _ 81 -‏ 0 8 
9 - 2 - 21 - 26-0 - (2) 479 120-11 ل 
لله 0 020020202020606 
0004 


7 - 7*)6056© + 1 5110 ( 


117 


1 11 
ح- مع غ + - ومع) 2 ح ج 7 
4 4 (-- 1511 + -005-2) 2 - 


ال 
600 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7 »عم 60- :لطونعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





النوع الثاني من الصيغة القطبية 
عندما يكون العدد مكون من جزء واحد لو حقيقي لو تخيلي فقط . نتبع اربعة قوانين سريعة كلش هي :- 
(151120 + 6)©050© - 1 © - 0 - 7 


(1511110 + 0)6051 - 2-1 0 ع 0- ح جع 


0 00 0 371 : : اير / / 
(-5111-2] 0)605-2-1 - غم ا ح -1عح- ح جع ( 151182 +6052 كك 1 عدن 4 7 


يعني تسحب العدد الموجب والباقي راح يكون لو (-.1.8-.1) هذن تستخدم وياهم القوانين مالتهم اعلاه 


جد الصيغة القطبية للاعداد التالية  -:‏ م24 -. 4#. 5.7 


الحل:- 
0 - 6 2-5 (1511:0 + 5)6050 - 1< 5 - 5 
- 6 يدر (1511212 + ج7)6051 - 1-- 7 ح 7- 
---0 4 - :1 مساك + دم ) 4 - 1 » 4 - 41 
2 0 2 2 0 0 
5 8 2 - ر 0 )2 2-1 2 -28 
حب حت - 3ق للدم لدم جح ع[ ا ح لتك 
7 5111-2 " 0)05) 





2 - :0 الا 2ه ع [مة- :5001ع36] 7ع 60 - :لااوقعع1أء1 





الفصل الأول - الاعداد المركبة 


6. مبرهنة تستخدم لتبسيط الاعداد المركبة المرفوعة لاس كبير. لكن بشرط ان نحول العدد الى الصيغة 


القطبية. 
8. اذا العدد بيه بها او كسر ما تشتغل المبرهنة الا تحول العدد الى صيغة عادية وبعدين تحوله الى صيغة 
الخلاصة ديموافر ما بشتغل الا صبغة قطبية. 
والصيغة هي: - 


“|0 :1511 + 7700569 ح أأج 


|1080 1511 + 110 7]605 ح اج 
©- اذا الاس سالب نغير اشارة الوسط. حسب القاعدة 
0- ح 11 --5111 09 + - 11 - 205 


خطوات مبرهنة ديمو افر 


ع حول العدد صيغة قطبية. 
+ تزل الاس على العدد حسب قاعدة المبرهنة. 
أتأكد اكو اختصار بين الاس ومقام الزاوية بعد تنزيله. 


تبسيط + المقياس عندما يرفع لاس 


” اذا كان يك 0 مرفوع لاس 


83 - 5/23 "(2/) دفي - :| "رور) 


طُ 
2 ح زوجي ح 11 
”ا اذا كان المقياس بالاس سالب للمقام واذا كان المقياس مقدارين نوزع الاس ثم يحل كل مقدار لوحده 


"(2/) .“نه - "(2/مه) د »م 
الل 
00 


2 - :0 الا 2 هع [مة ة- :5001ع36] 7 ع 610 60- :لمطوععءاء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





4 


خلاصة الزاوية فى ديموافر 


اذا كان المقام للزاوية 3,4,6 


اذا كان البسط اقل من ضعف | اذا كان البسط اكبر من ادا تزلنا الاس واختصرنا اذا كان م رقم فردي 
المقام فهذا يعني ان الزاوية | ضعف المقام يعني الزاوية | وصارت الزاوية اعتبر الزاوية + 
اقل من 360 درجة. اكبر من 360 درجة. 


الحل: - َ 
اعتبر الزاويه -#صفر 
نقسم البسط على ضعف هاي مباشرة من الجدول نطلع 
المقام ونأخذ الباقي فقط ‏ |قيم 0أو,ومعلها. وروح من الجدول طلع 
كيم 
50, 605 لهما . 


مثال 







اذا كان المقام للزاوية >2 او بدون مقام 


واذا الرقم م زوجي 
الحل حسب المثال 


لو كانت الزاوية مثله 57 


نهمل البسط ونأخد الزاويه وإذا صارت 


نقسم 44 على ضعف المقام بحيث م اكبر من 3 نقسمها 
6 ويبقى الباقي -2 حل كحت اناه جديه 
وناخد البافي مكان 0 وتصبح 
نجد زاوية جديدة هي محورية أيضا. 
21 


3 


هسه هاي الزاوية نشتغل 
عليها مثل الحالة الأولى 


ثم نرجع من جديد للبسط 
٠ 5‏ ي؟ ند ب 


-4 راح يبقى الباقي 3 


1 


225 45 د ]| 


يعني ربع ثالث ناخذ إشارة . 0 : 
يه لاخ وتصبح الزاويهة محورية هي 


(-,-)-0أؤور 605 


مالت الربع الثالث ونضعها 
على الناتج وينتهي الحل. 
الحل النهائي هو 

1 1 

# سداس لد ح- 

0/2 12 


31 


2 





2-- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 






الفصل الأول - الاعداد المركبة 


2 -تمهيدي-2017-د2-امثلة كتاب-تمارين1-4-اثرائي: -احسب ما يلي 


تبسيط الزاوية 


البسط اقل من ضعف المقام اذن 
الحل: 


5 


1 11 1 
- ع - 578 ى, 
2 


1 
0005 - - 
6 6 


ثم نحدد إشارات الربع 
51 
0 - 5.30 ج- 6 


)رن دهي 
المقام 2 اذن الزاوية محورية 
5170 


ب 0 ع - ومع 
2 


1 ا 
حز 5010567 
2 


1 ا قله 
2 


09 


2 -:0 الا 


1- 
فى - دوم ) )2 


5 0 
1[( ) 0605-7 + 15111 7 
24 24 


15ع 02020 2 0 الل 7 
)- 5 - د1ى) (.4 ): 25818 ل دم ) (3 


12 12 3 


الحل 


4 


5 5 
[آ#-__ 1 ص [آ#ك#ك-_ 1 
): 24 71 ل 77 5م ) 


5 5 
.4 111 5] ب 4 
): 24 71 ل 24 5م 


57 0 51 
- ,52 + ل 05م 
6 6 


6 
2 2 


هسم جعوعم) 
7 -15111 + 605-12 
8 8 


351 31 
الاختصار | 4.77 2521 ل .4 - دمم) - 


57 0 31 
2507 سس ل 608 جح 
2 2 
17 -0 - 
7 -0 - 


2ه ع إل ة- :5001ع36] 7 »61 60- :لمطلوععءاء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





البسط اقل من ضعف المقام ادن 3- 7 7 
: تاها + جد ووه ) 3 
الحل: 12 12 ) 
ع - 5 ورزى طح 5 ومحم ١‏ 000 1 7 2 
4/2 4 4/2 4 07 +711 17 5 )| - 
ثم نحدد إشارات الربع 0 90 
- 1501 - 1 0058 | - 
١ 3-5‏ حل يد 710 ( 
 - 745 - 5‏ 
4 - ( 1 
 )  -[#‏ اله - 
ا ل اله 212 12 
1 1 
# سد يد ح- 
11/2 2ل 
اذا (8) موجودة قرب 5م وليس 1 ا" 
0 الي روا (52مءة - هذى ) )4 
بم د #-) ثم 3 3 


ناخد عامل مشترك (7) بحيث 


تتحول الى صيغة قطبية جاهزة ثم 1 65 - -زى2-| - 
نوع الاس ونطبق مبرهنة 0 

ديموائر. إ[052ء م هزد  )‏ -]- - 
بعد انزال الاس لاحظ الزاوية 

ضار كت 7 ومضروية اه 4 دهم 5] - 
برقم فردي اذن نعتبر الزاوية 1 


( -145وا : -45م) 4(11) - 
( 15111151 + ع )6205157‏ - - 
( 151111 + :6051) 1 - - 
(4-1+04- - 
| - 
لقذ صارٌ قلبي قابلآ كل صورة, فَمَرْعَى لغَزُلآنٍ وديرٌ لرُهْبانٍ 
وبَيْتَ لأوثان وكعبة طائفب وألواحٌ توراة. ومصحف قرآنٍ 
أدينُ بدين الحبٌّ أنى توجّهث رَكانِبُهُ فالحُبُ ديني وإيماني 


00 ابن عربي 
حم 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





الحالة الثانية: -العدد بالصيغة العادية ومرفوع لاس لازم نحوله الى الصيغة القطبية أولا 
مثال -وزاري2011-د2: -احسب باستخدام ديموافر 11( + 1) 


الحل :-نترك اللاس ونأخذ بس الرقم ونطلع الصيغة القطبية مالته 


2-1 + 7 1-1 1[- 1 

1+1-72/ - 1(2) + 1(2)/ - ترج قول. - 

33 ع - 2 - 0و ح- ‏ - ووم 
3 زاوية الاسناد - 0 
وتقع في الربع الأول * - 6 - رجم) 010 
هسه نكتب الصيغة القطبية 15150 +60055) 1/2 - ( 511:0 1 + 17:)60569 - 27 


راح نطبق ديموافر بأنزال الاس. 
11 


151 + دومم) ' (2/) - 1 


117 
4 


إنزال الاس حسب 
ديمو 


2 7 + ممم 1 0/2 -1 


فاصل للتوضيح: - البسط -11 اكبر من ضعف المقام-8 يعني الزاوية عابرة 360درجة. لذلك نقسم 11تقسيم 
8 ويبقى 3. المهم هو الباقي مالت القسمة الي هو 3 .نحذف ال11 ونخلي مكانها 3 ونواصل الحل. 


بعدين :- نجد 0055 , 51115 ثم نضرب (135 -ح 45 ا 3)يعني الربع الثاني( + ,-) . 


10 
نواصل من جديد - 7 ل دومع ) 7/2 ) - 11ج 


1 
1 1 
1 2 <-) 325 - 711 
010 2/ 7 
3 
ع 32/32+ 2 2 327/2- - 
١‏ 
1 ْ 
4 32527 - 
69 
ني] 


2 - :0 الا 2 31 - :83665001 7 ع 60 - :310زع116 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





: كاحت 
8 تمهيدي: -احسب باستخدام التعميم (ديموافر) ‏ (م- 7/3) 


الحل: -نترك الاس ونأخذ بس الرقم ونطلع الصيغة القطبية مالته 


1- -ر - - 3/-2 
2 - 4 - 1+ 75 - 1(2-) + (08)/ - ترج قول, - 
3 14- - لا - 51110 - : - ووم 
5 2 و 2 و 
: لالم 7 . 1 
1 . زَاويه الاسناد ا 0 
: 00 11# _ 122-72 
وتقع في الربع الرابع 0 -2 ح ‏ ع2 -ح (2) 41:0 
هسه نكتب الصيغة القطبية :ص + د ومع)2 - ( 51110 1 + 7)605680 - 7 


راح نطبق ديموافر بأنزال الاس. 


ا 015 ( 2 112 0 

- | 1 2 ل مم ) (2) - 

6 6 2 

إٍ ده 1 ال -605) 1 ا 

25 6 6 1 

3 وات , 551 ( 01 0 
ونع - - ووحم) ‏ 27 

20322 6 6 


فاصل للتوضيح: - البسط -55 اكبر من ضعف المقام-12 يعني الزاوية عابرة 360درجة . لذلك نقسم 55تقسيم 12 ويبقى 7. 
المهم هو الباقي مالت القسمة الي هو 7 .نحذف 55 ونخلي مكانها 7 ونواصل الحل. 
بعدين :- نجد 2 205 , 517 ثم نضرب (210 - 30 .7)يعني الربع الثالث(- ,-). 


5 . و . 7 1 9 
نواصل من جديد ( 15112 - --005) 2 - 5 


: د ا كر 
0-6 17 -- ) لالس تن ) اللي لم 
3 7 2 2 322 
ا 
0 1 1 831 
م 0000 4 ' 64 22 
نيا 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7 »ع 60- :الطودعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





5 9 ل 
8-تمهيدي: -احسب باستخدام (ديموافر) ‏ (1 + 3/) 


الحل: -نترك الاس ونأخذ بس الرقم ونطلع الصبيغة القطبية مالته 


1 عبد 3/.-ير م + 7/3- 
2 
2 - 4 - 1 + 1/3 - 1(2) + (1)018 كر 2و كم 
1 - ا - 16و دويون 
5 2 و 2 و 
٠ 0 0‏ 1 
1 زَاويه الاسناد 0 
1 وتقع في الربع الاول - 6 - رج) 01 
هسه نكتب الصيغة القطبية 0 71 7 ل 2005 د (15416 + 7)60056 - 7 


راح نطبق ديموافر بأنزال الاس. 


11-89 1 
| 1 1 | 0 ل 0 0 ل 
سفدة + حدمء) (2) - 75 7 


( 95-فى] 605-977 


انزال الاس حسب ديموافر 


١ ١ 0‏ الام ( 1 
1و - ل ووع) سل - 
6 و( 512 


فاصل للتوضيح: - الزاوية محورية مباشرة من الجدول 


©05270 - 0 5111270 - - 1 


نواصل من جديد ( 1(1-) - 0) ل - 9-ج 


200022 
7 م بد 1 
1 1 (+200- 
0 512 
1 
رك ١‏ ا كات 
12 0 
09 
طِ 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7 »عم 60- :لطونعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





مثال -وزاري2011-د2: -احسب باستخدام ديموافر 27 - 1) 


الحل :-نترك اللاس ونأخذ بس الرقم ونطلع الصيغة القطبية مالته 


1- -<ر 1 - م 2-1-7 
2 - 1 + 71 - 1(2-) + 1(2)/ - ترود 2نول/, - م 


الد 


5 6" 
- 51110 ح -< ح- 0560© 
1 


د زيم 
| 
ظ 

د |إدم 
1 
القطبية 


ادع 
|| 
8 | 
للصيغة 


زاوية الاسناد 


وتقع في الربع الأول د اناد - 5 - 2 - 2-60 - (ج) 110 





هسه نكتب الصيغة القطبية حت 7 2 ل -وىمع) 2 - ( 511 1 + 1":)©00568 - 7 
راح نطبق ديموافر بأنزال الاس. 


11 


1 ساد + كوم ) ' (1/2) - ” 
3 


1011 1011 6 
1غ + ومع ) 2 (0/2) - 


إتزّال الاس كسب 


١ 


فاصل للتوضيح: - البسط-49اكبر من ضعف المقام-8 يعني الزاوية عابرة 360درجة . لذلك نقسم 49 تقسيم 
8 ويبقى 1. المهم هو الباقي مالت القسمة الي هو 1 .نحذف 49 ونخلي مكانها 1ونواصل الحل. 


بعدين :- نجد , 00 ثم نضرب (45 - 45 1)يعني الربع الأول (+ ,+) . 


6 
نواصل من جديد [ 7 7 8 ل 4 7/2) - 


1 
0 6 )7 72 - 
د ةم 7 12 
لك م 1 1 
ص الل .8 + 8/2 - 
7 2 - 2 
1 7 8 +8 - 
609 
دل 
2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 


7 »ع 60- :الطودعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





ضرب او قسمة عددين قطبيا حسب مبرهنة ديموافر 


لضرب او قسمة عددين او أكثر وهم بحالة صيغة قطبية. 





<( اذا العددين ما متساوين بأرقام الزوايا(معامل الزاوية) نصعد الارقام ونضربها بالاس. 

<( اذا ما متساوين بإشارة الوسط. نصعد السالب الى الاس ونضربه. بحيث يتشابهون بالأرقام وبالإشارة مالت 
الوسط . 

اذا ضرب نطبق عند الضرب تجمع الاسس. 

وإذا قسمة نختصر اذا الأسس متشابهات بالإشارة واذا مختلفات نصعد المقام ونجمع الاسس. 

<( اذا بقى اس بعد الاختصار ينزل على الزاوية وينضرب بيها. 


>, 3 


3-:2: -بسط ماياتي 
*(5150خ1 + 2)05560) 
3 - 20530©) 
الزوايا غير متشابهة نصعد الارقام ونضربها بالاسم ثم نختصر لان الاشارات متساوية. 


00 1 + 560مع) _ ””5110(5ة1 + 560م0) _ “15150(4 + 550مع) 


048 1 + 2050 - ودحو ييرئا ير وي ريع 2 2533 بي 1 ل هيم 4 7 203 شيرج رز هدي 
ا (51110ة + 50مع) 2*3 (511:0ة + 50مع )6‏ *(1511130 + 600530) 


6-د2-خارج العراق: -اثبت 


)205260 + 1511:2605” 
)©»05469 + 151460 (* 


نصعد المعاملات ونضربها بالاس ونختصر القسمة. والقوس الثاني نصعد السالب والمعامل: - 


0 ع “(1511:0 + 2056) - 


- 115 !ا 


5 ل 6050© 
51100 + 0م / ا 


)©0050 - 2 


- ])6050 + 1561" 


“1510 + 20560©) - ساعد 5 
“5104 + 2»050) - *151110(5 + 20560) - 
المقدارين متشابهين ومختلفين بالإشارة يطرحان 
“*(1511:0 + 56ومع) - *151110(5 + 205690) - 
09 0 - 
60١‏ 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7 عم 60- :لطونعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





7 د |اثبت ان 


511360(4خ1 + 20530) 
*(15111560 + 05560»©) 


نصعد المعاملات ونضربها بالاس ونختصر القسمة. والقوس الثاني نصعد السالب والمعامل *- 


1 -(511260- 0مومم) | 


0 000 3*4( 0[ وخ + 200560) 
6ط ( 151110 + ©05©) 2 -م 600960) - 15[ ! 


م0000 472 - 20056) 
(151110 + 056»©) 6+ 06050 
+ -(15116 د ©058») *(151116 + 20560) - 


كل كمية اسها صفر >1 1 ح 1510(9 + 205) - 
5-د1: -بسط المقدار 


11:©0(4 15 - 0©ومع) 15110(5 + 20569) 


هنا الاشارات مختلفة لازم نصعد الاشارة السالبة ثم عند الضرب تجمع الاسس. 
5160(4خ1 - ©151116(8.)»05 + 20560) 
1*4 (1:0زئخ د ©56ومع).151110(9 + 20560) - 
4-(51:6خ1 + ©56وم»ع).151110(9 + 20560©) - 
3-4 - 005) - 
50خ + 20560) - 
080 35 -+ 60540 - 
- الرياضيات أقل العلوم كلفة؛. فعلى العكس من الفيزياء والكيمياءء إنها لا تحتاج الى أي أدوات مكلفة. كل ما يحتاجه 
الانسان مع الرياضياتء قلم وورقة. 
جورج بوليا 


09 
له 


2 -:0 الا 2 31 - :366500|1] 7 ع 60 - :310زع116 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





2 : 
اثرائي: - اذا كان 0(4 28154123 + 6)260536 ح 21 و كان ([31511150/ - 4)07/3605560 - 2ج فجد 
0 

02 


يوجد ارقام قبل مزو,ومح يجب سحبها عامل مشتر ك واخراجها خارج الصيغة القطبية ثم نوزع الاس. 
 24)60536 + 15136(*‏ 3 


721  6]2)605386+ 151130([15* 
2 )./3( 00 ٠ - 7 


“|5150 - 0556ع 417/3)6‏ 22 
“(1511:0 + 60560) 16 3 - 
60- (0::ؤئغ + 23)6056 2 


05 -ل 050ع) 151110(6 + 8)60560 - 
656 مل 8)0050 - 


0 - 805160 ج- 


8 151 بكوم ) ف 15 بوم ) 
ا اخ ىلر 1 3 3 
اثرائي: -اتبت ان 2525-2 ج22 سلب7 222222-29 :222222225222 
2 


ا 5 بوم ) 
6 6 


3 ل دم ) و 71 ل كم ) 


017 . . 1 0 
2 7 ل كم ) 


3 


1517 3 دمع 7 


9 0 ل 0 001) 11و ع دم 


ىز 4 دوم ) 1و 4 وم 


31 31 0 
[ 151112 م دم ) 
1/3 1 4# 2 4 1و1 + عدوم ) 1و + دوم ) 
ددح ب غ091 + 008 - 2 
- ل ا 3 ( نوا 2 دومع 
00 2 2 
2 -:-:0 الا 


2 هع إل ة- :5001ع36] 7 »ع 60- :الطودعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





نتيجة مبرهنة ديموافر 
بما ان لا يمكن فتح الاس الكسر لذلك نكدر نفتحه بنتيجة ديموافر اذا طلب حل عدد مرفوع لاس كسري. 
3 
مثال جد الجذر الرابع للمقدار 3( - 1) يتحول السؤال الى 4( - 1). 
*» إذا طلب جذر لعدد معين. مو بس التربيعي وانما (تربيعي - تكعيبي - رابع -خامس -الخ). 


| “(اسم) - عدد مركب 0 7( 


مه اذا طلب حل المعادلة بصورة 


1 
#(عدد) لابج ب عند" -» ب 0 ح عدد + أاير 


خطوات حل نتيجة السيد ديموافر 


”7 اذا طالب منك جذر معين لهذا العدد. تحول الجذر الى اس كسر 
1 5 
"(السسم) حت كوه مركب تت 3 


” ثم اترك الجذر واخذ بس العدد. حول العدد الى صيغة قطبية حسب الطريقة المعتادة اذا كان العدد كاملا 
او حوله بالقوانين الاربعة السريعة اذا العدد جزء واحد. 
” طبق قانون النتيجة 


ج217 ل 6 ج27 ل 6 
ا 7 ل 0 لل-ومم مر - 1/7 ف 7 


“7 11 مرء 6 
7 عوض قيم (/) كل مرة وطلع الناتج. 


ع فصر تبسيط الزاوية قبل تعويض قيم )! 
د ان 3 1 
لجان الاارة لل كرت تس الريك 251 دج 217 ١‏ 6 
(2- 2-الجذر التكعيبي 0,1,2-)/ وهكذا دائما اقل من الجذر بواحد. 00 11 
4 


2- :0 الا 2 3 - :3665001] 7 ع 60- :لطوناعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





الحالة الأول » - عندما يطلب جذر معبن لعدد 





كتاب-وزاري: -جد الجذر التكعيبي للعدد (278) 


3 - 1/277 - 3(ج) 


12 11 
(51712 ] +2706052 ّمع 27 278 دج 


هسه ينزل الجذر 
1 1 
511 ٌ + 2 ومء) 12 37/7 ح 3ج 
2 2 
2 + 2 2 , 
5171 + لل 4# ونح | 7/27 - 1/7 
411 دع .2 411 +11 
2 حدآع/ 5-7 ومو - 
3 ةلة  1,١‏ تلام ده د ابء ل اسه د ” م3 5 
20 2+ )3 ربع اول | 15472 + 57م | 3 1/7 1-0 
وق قنة_ ر_ اوه ذلا وعد ا 00 51 جم3 _ 
0 - ( 2 + ) 3 - ربع ثاني |1513 + وم | 3 - 12 1-1 
06 _اء ا < 901 3 
اختصار | 1547855 + دوم | 3 - 12 2-2 


ٍ : 371 0 31 
31- --(3)0-13 ح محورية |5411 66 مم - 
5-د1-نازحين: -جد الجذر التكعيبي للعدد (88) 
1 1 
3) - 1/81 - 7(3) 
1 1 1 1 1 71 
151112 + وو ) 3 :»ا 8 -8 - بج 


هسه ينزل الجذر 


حم 


3 02ل . 1 1 1 
[ 51112 / +2 دمء) 3 ح 73 


09 


2-- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





+ + ب 1 
لل #نخزو1+ _ ل ك4وىنح | 7/8 - 73 
3 3 
417 دع ( ١‏ 411 +114 
2 حدع/ 454522 لوم |2 - 
6 6 
1.١ .‏ 1/3 21_06 ماه 1 - 
21 + 3/, - (1 + )2 - | :زر + 4057| 2 - 23 2-0 
+ 8 - ( 4 + )2 - ربع ثاني تنو + كدو 2 - تج حم 
١ 2 2‏ 5 6 6 
1 
[2- -(2)0-1 - غك ] 3 عدوم | 5-5 ةك + كدوم ]| 2 - وج 2-2 
2 2 6 6 


5-د1-: -جد الجذور التكعيبية للعدد (12572) 


1 
١/7 - 1/125 - )3 


1 17 
اي 6055-7] 125 ح ع يج« 125 ح- م125 ح-ح 7 


هسه ينزل الجذر 
1 
3 0 12 1 1 
|5111 م ل ددم ) 3 ح-ح 73 
2 2 
11 11 
417 دج 202 ج41 جر 217 +21 2 2/1 21 و 1 
للل 921 ته لك لوم | - 17 جو دمع 5 2-2 73 
2 حدع/ 
1 
5 ةل - ( 4 + 2) و - |كسزد: + 5همء| 5 - نج 0- 
2 2 ان 6 6 
5 51/3 . 1 1/3 : 52 م 51 2 
سل _لسنم سس حسم ل سلس | نان - 1 لحتدلكت - 
2 م 24+ ) 5 ربع تاني ع + “ىمع | 5 23 1-1 
5 8 5 اس اه 531 ماف 25 م 07 1 
[5- - (1 - 5)0 - ونع : + كدوم | 5 - اكتمزى: + كدوم | 5 - 3ج 2-2 
2 2 6 6 
له 
حرم 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





23-6-: -باستخدام ديموافر جد الجذور التربيعية للعدد 3 
ل 








م 1 1-2 
: ا - 
+1 1+2 
27 1 1-2 2+قم-قغ- 1 
#اح- + ا اداع ءطلل- ‏ ا الم2ء< _ع سل )] _ل-ل2. جح 
2 2 1 +1 
هسه نطبق مبرهنة ديموافر 
00 2 2 
72-) - 1ل - ا 
3 0 31 
(-ئ]؟ 1 + ج ومع)1 ع خخ كا 1 - خخ ح عجعج 
2 2 
هسه ينزل الجذر 
1 
' ين 5 
0000 لد - 72 
2 2 
ر 2 و3 و3 1 
7 7 ل 005-22-5 2 72 
411 +37 ( 2 411 + 311 
اكد اصح | - 
4 4 
113 1 0 1 1 | اه 1 
+ 2 - ح ربع ثاني دز : + كدوم | - دج 0- 
1 1 0 ل 7 1 
اح التشحار كافك |للبرنع غ د *7 3 
0-2 7 ربع 51 1 + 3ومء | 22 2-1 


>>> هل يوجد فرق بين العقل الأوربي و العربي ابدا لا. لكن يوجد اختلاف هائل في الثقافة<<<< 


لح 
نم 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





3-7-: -جد الجذور التكعيبية للعدد (1/38 + 1-) 


مباشرة نعوف الاس وننطلق نأخذ بس العدد نحوله الى صيغة قطبية. 


ربع ثاني ([1,1/3-) م3 + 1- -ح بج 
2 - 4 - 1 3/ - “(3/) + 4(2)/, - صرح عول, - 
ك- 


99 
لحاح - جح 0560© 
2 1 











ع0 ىل 
داح - -ح 51110 
2 1 
زاوية الاسناد هي 0 
وتقع في الربع الثاني 22 - تل - 5 مر - 0 - م - (2) و47 
هسه نكتب الصيغة القطبية (- 1ص + ومع ) 2 - ( 511:0 1 + 1:)60569 - 27 
هسه مو خلصنا من الصيغة القطبية راح نطبق نتيجة ديموافر 
+ 57 + 57 1 1 
2 7 8 +4 لل --22]08 - 22 
617 + 27 7 611 4 211 
تست لون ) 72 - 
لان جذر تربيعي 1 حع-عع/ 
1 
ربع اول خسفوة + -دمء] 0/2 - سند + هم | 72 - 2 0 -دع,] 
1/3 3 1 
- 2 1/2 + 2 م 2- 
1 
ربع ثاني 1 1 + عم | 7/2 - | مزى ‏ + -دمء | 1/2 - 2ج 1 -دع/ 
ل +13 . -1 2 -١+ة1_83_‏ 9 
دن اراس - : * 2/.- .2 رغ -) 72- 


2-- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





2-6-: -جد الجذور الأربعة للعدد (16-) باستخدام مبرهنة ديموافر. 


3- ) - 11-16 - 2/) 
(:51111 1 -+ 6051) 16 - 1-- كا 16 - 16- - 7 


. 1 1 1 
هسه ينزل الجدر 14 3 - :26051) 164 - 74 
2117 + 1 177 + 11 1 
سسا ا لومم 6 - 74 
217 +7 3 2/17 +114 
0,13 دا ومن )| 2 _- 
1 11 1 
2 - [؛ 2 ح ربع اول |-:511 ] + -2|005 ع 4 0 حدع/ 
21 + 2/. 27 ربع او 1 ل" | 2 
31 31 1 
1/2 + 2/- م 3 ربع ثاني |-ر-5138 1 + -- ىمع 2 
1 
7 - 7/2 - :2 -) 2 - ربع ثلث |7 سزى: + ووم | 2 - 4م 2 -<ع] 
12 0/2 
71 71 1 
0-6-8 -غ6): - بد سه 25 - ةم و-م 
1/21 - 2/. 9 ربع رابع |1513 + -ر-ومء 2 


كتاب -جد الجذور الستة للعدد (.64-) باستخدام مبرهنة ديموافر. 
1 
-١-6‏ ) -641-/؟ - ج/؟ 


31 31 
ل م + <-920605 ح مح كا 64 - 641- - 7 


هسه ينزل الجذر 
1 
1716 3 1 1 
2 77 7 ل 0 6 - 76 
7 ل فلل 217 ل لد 5 
7 2 لب 6415 / - 
له 
طلا 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





411 + 37 | 41 ل 311 
5 -م- ع 1818732721+ 2/6052 - 
12 
31 
ربع اول ( 7 تسد + وم ) 2 - تسو + 22ومء | 2 - 69/7 0 حدع/ 


3 . 00 :-)2 - ماع + دوم) 2 - 
12 2/. 4 4 
1/27 + 2/,ء - 


717 
ته + كوم | 2 ج62 1 ح-ع/ 


ملاحظة: -اذا كان مقام الزاوية لا يساوي _6-4-3-2_يترك الحل كما هو بدون جواب لأنها زاوية غير خاصة 


ار 
3 ممم 2 : 2 دعا 
0 - 1/2 
17 
2 5 ل ومم | 2 - ج/6 3 -ع/ 


51 51 
يع ثالث 8 1 -دمم) 2 - 
5-9 4 4 


يه 


21 7/2 - 
0 
عت 2 : 4 دعز 
1-2 1 2|]5 - 1/7 
2511 
12-7 ا ج/6 5 -<ع/ 


تعلمنا الرقم (1)» وبالتالي كان من السهل علينا تعلم الرقم (2) لأن: (2<1+1).ولكننا بعد ذلك اكتشفنا أن 
المسألة أكبر من ذلك بكثير. (سير/ آرثر إدينجتون عالم فيزياء) 


في حياتنا شيئان مهمان: أن نتعلم الرياضيات وأن ندرس الرياضيات. (سيمون دونيس عالم رياضيات 
وفيزياء) 


له 
ال 


2 -- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 








٠ 


الحالة الثانية : -اذا كان الاس كسر مرات اذا انطاك الاس كسرى بصورة رقم فى البسط والمقام مثلا 





.)( 


فهيج اسئلة تتطبق عليها مبرهنة ديموافر اولا وبعدين النتيجة. بحيث بالبداية. - 


هم تحول العدد مباشرة الى صيغة قطبية. ه تأخذ العدد والبسط فقط وتفتحه مربع حدانية 

5 007 ه الناتج تطبق عليه نتيجة ديموافر لان راح يبقى 
ه -تنزل البسط (3) حسب مبرهنة ديموافر ١‏ 007 
بس المقام الي يمثل جدر. 


ه وتبسط الزاوية وتشوفها متجاوزة لازم 


تتركها. من 2 روح للطريقة الاولى افضل. يعني هذا 


شر ل السقاء 5غ 2 الشكة ونطة 
م احضو شرن اللستام ركم كسب اسيك وتسم الطريقة تطبقها اذا الاس تربيع فقط. 


قانون النتيجة وتعوض »| كل مرة . 


11-4 -: -جد الصيغة القطبية للجذور الخمسة للعدد “ ( + 3/) باستخدام مبرهنة ديموافر. 


مطلوب 
ا +5/] - “( + )| 


ملاحظة جدا مهمة: - اذا مطلوب الصيغة الضييدة 1/3 جح د + 7/3 - جع 
القطبية بموضوع ديموافر بس تنزل الاس 


١ : 00‏ 2 
وتتوقف بالحل يعني ما تطلع جواب. واذا 2 - 4/. - 1 + 7/3 - 1(2) + (10/3 - 2يرو+ 2ر/,. -م, 


نتيجة ديموافر بعد ما تعوض قيمة/ تتوقف 


مباشرة نعوف الاس وننطلق نأخذ بس العدد نحوله الى صيغة قطبية. 


0 | 5 *-و 

عن الحل لان هو طالب الصيغة القطبيه - - ع 50مع 
دح - ح 51110 
2 م1 

زاوية الاسناد هي - 0 

وتقع في الربع الاول لان الاشارات موجبة اثنينهن - 06 - (2) 41-9 

هسه نكتب الصيغة القطبية (5112 1 + 052ع) 2 ح ( 151110 + 6050)" - ج 


له 
(© هسه مو خلصنا من الصيغة القطبية راح نطبق ديموافر على البسط وبعدين نطبق النتيجة على المقام. 
2- :0 الا 2 3 - :3665001] 7 عم 60- :لطونعء1اء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





3 71 2 ل -كمم) ل 


- 4 )6052.2+ 1 512 2 


2 سند: + 2ومع) 4 
5238 غم -025) ع 
3 3 


هسه ننزل الاس الي بالمقام(7) بتطبيق نتيجة ديموافر. 


]20 ار ]20 31 1 1 
01214 حآعع,/ 71و 5 ره 4(5|5) ح 72(5) 


/1 3 7 + 6171 


6 + ع1 1 
3,4 ,12 ,0 دعا الل لطلي” )_ 22 ووم 45 


اا ا 0 ١‏ 
11ص : + 5 05»)]| 1/4 - 25 0 


يترك كما هو لان المطلوب صبغة قطبية فقط. ولان المقام مالت الزاوية :15 وما عدنا هيج زاوية. 


2 
717 اس ده 717 5 - 
51 +« ل ل ومء | 4 -ح 75 - 
15 15 
2 
13# . .0 132 ع 0ه 
--922 7 4 10 ومع | 4 -ح 75 2- 
15 15 
2 
19# . . 192 ع > 
5 7 لب 9 ومء | 4 -ح 75 - 


2 
1 7( 00 51 ع 57 ام داه 251 ع8 3 
51 7 لب 1 ومء | 4 - 0 7 لب - ومء | 4 -ح 75 4- 


ملاحظة مهمة: - اذا طلب الصيغة القطبية فقط نعوض / ونتوقف لكن لو طلب جد الجذر لازم نطلع جواب نهائي. 


2-5 -خارج العراق-: -جد الجذور التكعيبية للعدد 7( + 1) باستخدام مبرهنة ديموافر. 


مطلوب الجدذر التكعيبي. لو احول السؤال مثل السؤال الفوك واحله. لو ما دام الاس >2 اكدر افتح مربع حدانية والناتج 
الي يطلع نأخذ له الجذر التكعيبي حسب نتيجة ديموافر. 


1-27 -خ2 +1 - ث2 بغ2 +1 -ح *2(: + 1) 

له ٠.‏ 0 0 م3 3 
ي هسه المطلوب مني هو جدر تكعيبي. 3 ) - 1/2 ح ج/3 
2 - :0 الا 


2ه ع [مة- :5001ع36] 7 ع1 60- :لمطوععءاء1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





نعوف الاس وننطلق نأخذ بس العدد نحوله الى صيغة قطبية. ومادام مكون من جزء واحد نحوله بالطريقة السريعة. 


١ 00‏ 1 1 
القطبية السريعة [ 15118 +6052) 2-2 -28 دج 
هسه مو خلصنا من الصيغة القطبية راح نطبق نتيجة ديموافر للاس الكسري 


7ل 2 7 ل 2 1 1 
عل و4 ىزغم خم ل 0 15 |3) - 7(3) 


17 + 7 | 0 411 +11 1 1 
3 ح-حدآع/ -زغو لب لومم 23) -ح 7(3) 
2 4 ع 2 - ربع اول 54 م + 2ومء| 2- )2١3‏ 0- 
١ 2 2‏ 6 6 
. تحتدده 3 __ فب |32 .ىع »> 51 و 5 0 
2 + 2 ) 2 ح ربع ثاني | 542 1 + كدوم | 1/2 - 2(3) 1-1 
1 
[ -7/2]0 - محورية ك1 3 عدوم | 2 - ك1 3 دوم | 2 -ح 7(3) 2-3 
13 
7ه دور1 .احيائي جد باستخدام مبرهنة ديموافر 2 (: + 0/3) 


مباشرة نعوف الاس وننطلق نأخذ بس العدد نحوله الى صيغة قطبية. 


[ حيررة 7/. - عد + 7/3 - 7 
2 
2 - 4 - 1 + 1/3 - 1(2) + (1)0/5 - 2رو + تعول. - :1 
3 * - ووم 
2 و 
7_1 ' 
لاح ب ح 8 
د - - - 51110 
زاوية الاسناد هي - 0 
وتقع في الربع الاول - 6 - رج) 110 
هسه نكتب الصيغة القطبية 
0 ( 5110 1 + ©1:)60568 - 7 


2- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





( 5-2 : + ومع ) 2 
-511 ] + -605) 2 - 
6 6 
هسه مو خلصنا من الصيغة القطبية راح نطبق ديموافر على البسط وبعدين نطبق النتيجة على المقام. 
5 ال ل 0 ا 2-3 وزو + ووم 2-3 - 2 
6 6 2 6 6 


هسه نختصر ونعبر اشارة 521:6 ونحذف اشارة ©0596©. 


١ 2‏ 1 4" - 5 
-581 --605) دح 27 
ل ال 7 
هسه ننزل الاس الي بالمقام(”) بتطبيق نتيجة ديموافر . 
5 + 001 7 72 12ب 
َ مهس لقتنتل 213 سح ا 
ا 7 101 7 0)05) 6 3 77) 
1 
4117 + 1 . 7 + :1 2 5 
0,1 - وغ لل ووم (2) - 02 0( 
اول | 5 - 37 0 -<عا 
: -90 2 -- 058عم| جح 72 - 
رج انك [ر 1 3 


1م 1 
-ج) 2 - 
مه 1 1 1 1 1 


02022 222 4 4 


ربع ثالث 51 6د 3 وو | ويه 


يي ل 


0 تابعونا على التلغرام على القناة الخاصة [201120©) 
3 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





حل المعادلات بنتيجة ديموافر 


1- تستطيع نتيجة ديموافر(في السادس ) حل اي معادلة بشرطان تكون المعادلة ذات حدين 
(0 ع رقم + 2 ) .واذا كانت بصورة تحليل قوسين لازم نرجعها الى اصلها قبل التحليل ثم نتبع الحل . 
2- خطوات الحل هي :-أ-نجعل المعادلة بصورة (رقم - 7) بنقل الرقم . 


1 
© 4ه ٠ ٠‏ . 2 .4.0 .4.0 1 5 
ب-ناخد الجدر للطرفين لتصبح ”(رقم) ح رقم | . - 2 والرقم لا تتلاعب بيه نهائيا . 
ج- هسه صارت نتيجة ديموافر لان جذر. 
د-نفرض (رقم -ح 2) ثم نحوله الى صيغة قطبية . 
ثم ننزل الجذر وتنحل بالنتيجة. 


5 د4 : - جد حسب نتيجة مبرهنة ديموافر حل المعادلة 0 - 87 - 23 


1 
3) - :7/8 حير 8 - 3يير 


1 1 
لل الا تان ل 2ك 


1 
ب 1 1 
هسه ينزل الجدر د +2 ومء) 3 ح 73 ح نينر 
1 1 
41 دج 20 ج41 +عر 21 +27 00000 2/1 +1 2 و 1 
2 ح آعم بندشكتدات لوم | 2 - لعل ةهكنو :+ ل كوىنمى | 7/8 - 73 
6 3 3 
: 8 20 1 1/3 ا ” 11 38 > 
21 + 3 - (1 2 + 2) 2 - وى + *ومء | 2 - 25 د رع 2-0 
+ 8 - (2 + )2 - ربع ثاني عزو + كدومء | 2 - 2 - 2 1- 
و7 9 ”© [ه 6 2 
: ' لي ا 0 9# . . عرو 
[2- --(1 -2)0 - 1ك 3 دوم | 2 ج- 1ك ] 3 *ومم | 2 - 73 ح ود 4-2 
2 2 6 6 


(:2-,2 + 1/3 ,21 + 1/3] - و 


00 
09 


2-- :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 


7-:2: - جد حسب نتيجة مبرهنة ديموافر حل المعادلة 0 - مم + 23 





1 
3-) - نلا دعي # ح تيعو 
١ 375‏ | ا لاه - 
- من,[خص؟ ‏ + - ومع) ح خخ ح عجعج 
2 2 
1 
هسه ينزل الجذر 22و :1 + كد ومع ) - 1-2 
2 2 
31 
41 + ع3 . .| غ41 +31 1 00 2+ 1 
سصييد لتتتتتتسم | لل كت 97 ل - 273 
6 3 
0 حدع/ 
1 
7 +0 - | -5411] 3 “ىمء| - غك ] 4 عدوم | )1 0- 
1 
15-1 -ح ربع ثالث 1 + وم | 2 - 23 - يد حم 
1 
32-4 - ربع رابع |2 ,زع : + لاوم | 2 - 23 - ود 4-2 
١ 73 1 0/3 1‏ 
الجر 0 يرث يى حم ا در5 
22 2 7 و 
7م د2: - جد حسب نتيجة مبرهنة ديموافر حل المعادلة 0 - 1 - 4م 
1 , 
134) - 7/1 << 1 4ج 
(511:0 8 + 6050) - 1 -ع 7 
: ام . . 1 
هسه ينزل الجدر 14 3 + 050)©) ع 4ج ح عر 
١ ١ 0 + 217‏ ع2 + 0 1 
سلسم ل وممح ]| ح 74 
00 
هم 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


الفصل الأول - الاعداد المركبة 





١ ١‏ با 
92121 2 ل 2م - 


2 2 
53 0 ح دآع/ 
1 
1 -]0 +1 - 52:0 + 050»©] ع 74 ح- 1 
اه ا ا 0 _ 
1-7 +0 - 15 + *ىمء| ح 74 2-1 
2 2 
1 
1 - -0 + 1- - |5211 ] + 051»©] ح 274 2-2 
1 
- -خ-0 - ك1 3 دوم | 24 2-3 
2 2 


!-,ة,1-,11 - 5 


الإعدام أخف عقاب 

يتلقاه الفرد العربي. 
أهنالك أقسى من هذا؟ 
فالأقسى من هذا 

أن يحيا في الوطن العربي! 
احمد مطر. 


تابعونا على التلغرام على القناة الخاصة 2011201 ©) 


00 
نم 


2 - :0 الا 2 3 - :3665001] 7ع 60- :للواعع1أ1 


ف لدو 
4 أ كمي حم 2 100 070 0 

















القطوع المخروطية الفصل الثاني 


الفصل الثاني يأتى وزاريا فرعين منه بوا 
وما يجب على الطالب معرفته فيه والتركيز عليه. 





القطع المكافيء 
كيفية استخراج البؤرة والدليل والمحور اهميته 0/1 
إيجاد المعادلة من المعلومات او بالتعريف أهميته 5/10 
القطع المكافي اذا كان يحتوي على مجهول في معادلته او دليله أهميته 0/20 
القطع الناقص 
إيجاد معلومات القطع اذا كانت المعادلة معطاة أهميته 0/10 
إيجاد المعادلة المجهولة للقطع الناقص من المعلومات وله عدة حالات:- 
<ا إبجاد المعادلة اذا كانت اطوال المحاور او البؤرة او الرؤوس موجودة 2020 
<ا إبيجاد المعادلة اذا كان السؤال يربط قطع ناقص مع مكافئ وملاحظات أخرى 0/0 
<( إيجاد قيم 1,5 في المعادلة المجهولة 0 
<( إيجاد المعادلة بالتعريف 10 
القطع الزائد 
إيجاد معلومات القطع اذا كانت المعادلة معلومة 2/15 
إيجاد المعادلة المجهولة للقطع الزائد من المعلومات وله عدة حالات:- 
<< إيجاد المعادلة اذا كانت أطوال المحاور او البؤرة او الرؤوس موجودة 0 
<( إيجاد المعادلة اذا كان السؤال يربط قطع زائد مع ناقص او مكافئ وملاحظات أخرى 0/0 
<( إيجاد قيم ج[,ء! في المعادلة المجهولة 0 
<( إيجاد المعادلة بالتعريف 0 
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القطوع المخروطية الفصل الثانى 





توضيحات وكذا 
القطوع المخروطية: - اشكال هندسية تتكون نتيجة لقطع المخروط الدائري القائم بمستوى معين. 


اذا قطع سطح المخروط الدائري القائم 

## بمستو عمودي على محور المخروط الدائري القائم ولا يحوي رأس المخروط الدائري القائم فاتن المقطع 
يمل شكلاً هندسيا يسمى دائرة (©1ل126©) . 

بمسعو مواز لأحد مولداته فأن المقطع يمثل شكلاً هندسياً يسمى القطع المكافئ '” 222122012 . 

* بمسعو غير مواز لقاعدته ولا يوازي احد مولداته فأن القطع يمثل شكلاً هندسياً يسمى القطع الناقص 
”5م 8111" . 

ع بمسعو يوازي محور المخروط الدائري القائم ويقطع مولدين من مولدات المخروط الدائري القائم فان 
المقطع يفل شكلاً هندسياً يسمى القطع الزائد ”10127عم 119" . 


لاحظ الاشكال التالية للقطوع المخروطية : 





دائرة مكافئ 





« لاد »> 
: ----- ]| «لاد«ج- »2» 
29 ع 
د )1د ص1 1 22ر2« 
الشكل +2١‏ 2ه هي» 12 
صطافة 





7 601 - تلمزوععءاع1 2 -:0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 











البؤرة تنتمى لمحور السينات الموجب الفتحة لليمين البؤرة تنتمى لمحور السينات السالب الفتحة لليسار 
عه 
لا 10 
ليوات 
1 ا ات ( لادط-)29) 
. 2 ظ 
(0وج[عآ1 0( 
م--» 
البؤرة (0, 2 البؤرة (0, م-) ر 
المحور 0 ح- برو المحور 0 ح- برو 
المعادلة 410 2 المعادلة - 2 
البؤرة تنتمي لمحور الصادات الموجب الفتحة للأعلى البؤرة تنتمي لمحور الصادات السالب الفتحة للأسفل 





البورة (2, 0) / 

الدليل م- دو 

المحور 0 - يع 
المعادلة ول 2ب 





م- اسئلة ايجاد البؤرة والدليل والمحور اذا ١‏ 


يجب ان يكون معامل 77.32 يساوي-1 واذا مو واحد قسم على ذلك الرقم . 

المعادلة ما تساوي صفر وإذا تساوي صفر انقل عر ,يرالي الاس مالتها واحد الى جهة الصفر. 

هسه نحدد موقع البؤرة من خلال رركا الي الاس مالته واحد ومن الاشارة الى بعد اليساوي نعرف الاتجاه 
* قارن المعادلة مع القياسية وطلع قيمة م-عدد موجب دائما. وعوضها بالبؤرة والدليل. 

القطع المكافئ والبؤرة اثنينهم نفس المحور والاشارة. اما الدليل عكسهم بالإشارة دائما بس نفس 
المحور. 


4 


« 


يو 
بي 


يو 
9ي» 


*ي* 


يو 
في 
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القطوع المخروطية 


الفصل الثانى 


كتاب-امثلة-تمارين1-2: - في كل مما يأتي جد البؤرة والدليل والمحور للقطوع التالية 


82- ح شبن (1 
البؤرة تقع على محور السينات السالب 
«8- ح أشبر 
2ه - - أب 
8 5 01 | بالمقارنة سد حنم بت نيم نهد 
سد 8- ع 
دكار 
1 البؤرة (0 ,2-) زر 8 
معادله الدليل 2 ح عد 7+ ح بر 
معادلة المحور 0 ح- 7ق 
2 -ح 2نز (2 
البؤرة تقع على محور السينات الموجب 
جك - أبر 
0 -ح أبر 
4 --_ 01 بالمقارنة “تكتكات| لككتكتكتن| لكان | لتكت 
كك 4 - 
- م - م 
البؤرة (2)1,0/ + (262,0) / 
معادلة الدليل 1 عر و ح ير 
معادلة المحور 0 ح- 7ق 
0 ع و24 -322 (3 
نبسط المعادلة أولا. 
3 + 247 - 2ير3 
81 ح شير 
البؤرة تقع على محور الصادات الموجب 
07 
4017 ح كير 
8 ع 01 بالمقارنة كتتتكنا كتكهم ااا اا لكا 
البؤرة 2 ,0 / - )2 0 / 
معادلة الدليل 2 د بر و د بر 
معادلة المحور 0 ح- من 
العمارة-ميسان 


7ع 60 - :للوععع1اع1 


م. أمجد سلمان 
بو4- ح ير (4 
البؤورة تفع على محور الصادات السالب 
رو4- ح فير 
ترمة4- ح- دير 
4 ع 01 د بالمقارنة خ- ح-0- 2ك 
ا 5- د 
د 1 ح م 
البورة (1- 0 / - (0- ,00 / 
معادلة الدليل 1 -بر م7 ع بو 
معادلهة المحور 0 ح عر 


0 ح 1672 +22 (5 
نبسط المعادلة أولا. لازم معامل المتغير التربيعي يصير 
واحد ولازم المعادلة ما تساوي صفر بحيث ننقل المتغير 


ذو الدرجة الأولى. 
6+ 2# - 2بر16 
1 2 حت 2 
16 دك 
2-0 
م8 7 ك7 
البؤرة تقع على محور السينات السالب 
1ه 
م8 7 7 
- - كبر 
م رد بالمقارنة ع3:خ-:-:----5 
8 
01 
خخ 8 
وعواس جنر 
البؤرة )0 86 00 
لبور 0 + (0,م-)ر 
معادلة الدليل 0 2 -عن1 
352 
معادلة المحور 0 ع رو 


2 --:0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 





8-ايجاد المعادلة القياسية من المعلومات المعطاة فى السؤال. 


1-اذا انطاك بوؤرة ستسو ى*- 


البؤرة على محور السينات البؤورة على محور الصادات 





2 المعادلة 
برم4 - كح ب (رم,0)/ 


2 المعادلة 


المعادلة 0 (1+10 ,1_0 
دم4- - تبن (0 رم -) ر بوم4- - 2ج ب رم - ,0) /ر 


من البؤرة ناخذ الرقم موجب دائما سواء كانت البؤرة موجب او سالب ليمثل قيمة م ثم نكتب المعادلة ونعوضها بيها 


كتاب-امثلة-تمارين1-2: - في كل مما يأتي جد معادلة القطع المكافيء الذي بؤرته 


اذن 4 اذن 4 
3 -17 ج (3,0) 1(1 1 - ج 3 0( 1ر5 
ادة تع على سدور اخ روي الولف البؤرة تقع على محور الصادات الموجب 
دن المعاد 8 [إاذن المعادلة 
 -‏ ل 41111 م2 
1 - 12 4 1 
2 -ح تبر 41 - 6و" 
اا 6و 
اذن 37 حل جح انير 
7-5 - (5 ,2(1)0 3 
البورة تقع على محور الصادات الموجب 555535 . ا م رسي 
84 1 اذن 
ادن المعادلك - - 1 جه ]0 5 ) 601 
ترصك - كيدلا 6 ' 6 
و | اذن المعادلة 
17 ح دير 5 
ار ورور ور ر ور و ور سس حت ل 
. 4 - : 
6-ص اه (6,0-)3(7 ها 0 2 
البؤرة تقع على محور المينات السالب و2 دتر 
ادن المعادلك ا 
م4- - 0 01010 رو 
462 -ح كرو 3 
24 -ح بر 
اذن 
7-5 جب (5- ,0) 401 
البؤورة تفع على محور الصادات السالب 
اذن المعادلة 
ترصة- - بع 
45(1- -ثر 
7ر20 ح شمن 


العمارة-ميسان 7 زلام © - :لطورعهاع1 2 - :0ل 


القطوع المخروطية 
2-١ذا‏ انطى معادلة الدليل شتسوى 


بسط المعادلة بحيث تصير 

اخذ الرقم بدون اشارة ليمثل قيمة م. 
حدد لمن ينتمي الدليل من رمز لإ« 
اذا الدليل موجب يعنى 


يو يو 4 يو 
في في في في 


البؤرة والمعادلة مالت الة 








٠ 


اكتب المعادلة وعوض. 


«4 


« 


كتاب-امثلة-تمارين1-2: - في كل مما يأتي جد معادلة القطع المكافيء الذي معادلة دليله 


4(22- 3 - 0 

22 - 3 

3 اذن 3 

30 2 
الدليل يقع على محور السينات الموجب 
البؤرة تقع على محور السينات السالب 


اح إل 


1 (4)7- - 25 |[اذن المعادلة 


اذ 
0-7 اا 7 - 17 
الدليل يقع على محور الصادات الموجب 
البؤرة تفع على محور الصادات السالب 
اذن المعادلة 
ص4 ح فر 
رو28- ح فر 
0 - 6 - 21 (2 
2 ب 6 ح- 221 
اذن 
35 -17 6 3 -2 
الدليل يقع على محور السينات الموجب 
البؤرة تقع على محور السينات السالب 
اذن المعادلة 
ده - - ب 
- - أ 
2 12- ح تربو 
0 ح 3 + :34 
3- -ح 7و4 
3 اذن 3 
لاح 4 لد كلل لكت إسل 
7 د 4 22 
الدليل يقع على محور الصادات السالب 
البؤرة تقع على محور الصادات الموجب 
اذن المعادلة 
41 ح ذير 
8 4 - 1:2 
7 ح معن 
للك 
العمارة-ميسان 7 21 - 


2ه - - أب 
3 : 
4 - 1 
62 ح شير 
7 2 
4-2-2-0 
2 3 
6م 2 
لاق اح ته _ اد 
2 3 
21 - 4 
21 اذن 21 
داح جه لد سس حح ثيل 
4 4 
الدليل يقع على محور السينات السالب 
البورة تفع على محور السينات الموجب 
اذن المعادلة 
رمك - أبر 
)4 - : 
54 ( 
-ح ثبو 
مومع 11 2 - :0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 





<( لو ترسم وتشوف اتجاه القطع لو تشوف النقطتين منو الي ثابت بيهن وما متغير فالقطع ينتمي له. 
<( اكتب المعادلة المطلوبة بعد تحديدها. 
<< اخذ وحدة من النقاط وعوضها بالمعادلة وطلع م 
<( وارجع عوضها بالمعادلة من جديد. 
كتاب-امثلة_جد معادلة القطع المكافيء الذي يمر بالنقطتين (4- ,2,4()2) 
لكر 
قيمة 2-2 ثابتة لم تتغير اذن القطع متناظر حول محور السينات الموجب 
اذن البؤرة ننتمي لمحور السينات الموجب. نكتب المعادلة ونعوض أحد النقاط لنجد قيمة م 
- 2 
(2,4) تنتمي للقطع المكافيء تحقق معادلته. نعوضها ونجد قيمة م 
2 7 م -ح 16 2 .4 - 42 
هسه نرجع نعوض م في المعادلة 
«8 عد ذو اجا ع2 4 - كر جه ريرم4 - كرو 
من يعش في خ وف لن يكون حرا أبدا 


4-اذا انطى نقطة (ن, ) يمر بها دليل القطع المكافىء فهنا لازم تعرف موقع البؤرة 





و 
في 


اذا كان موقع البؤرة لمحور السينات ت تاخذ قيمة عر من النقطة لتمثل الدليل وتحل مثل حل الدليل. 

وإذا تنتمي للصادات تاخذ قيمة با لتمثل الدليل وتحل مثل حل الدليل السابق. 

٠‏ اذا ما كايل المن ينتمي القطع ولا منطي البؤرة او محددها المن تنتمي. نأخذ الاحتمالين للدليل. مرة للسينات 
ومرة للصادات. 


يو 
في 


في* 


مثال جد معادلة القطع المكافيء الذي يمر بالنقطتين (5-,3) 


الحل بما انه لم يحدد موقع البؤرة ولم يحدد لمن ينتمي القطع . ناخذ احتمالين 


إ-اذا كانت البؤرة على السينات ب-اذا كانت البؤرة على الصادات 
الدليل هو 3 - |الدليل هو 5 -<7 5 ح برو 
الدليل ينتمي لمحور السينات الموجب 3 - م7 |الدليل ينتمي لمحور الصادات السالب 7-5 
البؤرة تنتمى لمحور السينات السالب. البؤرة تنتمى لمحور الصادات الموجب. 
نكتب معادلة القطع ونعوض. نكتب معادلة القطع ونعوض. 
40 ح كر 41 دح كع 
- - :8 5 .4 ح كه 
ل 2ن 20 -2 
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القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 
مثال جد معادلة القطع المكافيء الذي يمر بالنقطتين (4 ,3-) 


الحل بما انه لم يحدد موقع البؤرة ولم يحدد لمن ينتمي القطع . ناخذ احتمالين 


إ-اذا كانت البؤرة على السينات ب-اذا كانت البؤرة على الصادات 
الدليل هو 3- - |الدليل هو 1-4 
الدليل ينتمي لمحور السينات السالب - و /)الدليل ينتمي لمحور الصادات الموجب 4 - م 
البؤرة تنتمي لمحور السينات الموجب. البؤرة تنتمي لمحور الصادات السالب. 
نكتب معادلة القطع ونعوض. نكتب معادلة القطع ونعوض قيمة م فيها. 
-ح در بومة4- د مع 
42 - 85 4 4- ح تير 
2 - 2ن و16- 2ع 


5-ايجاد المعادلة باستخدام التعريف 


ه تفرض نقطة تقع على القطع المكافيء اسمها (بز, :)111 . 
٠‏ لازم ينطي بؤرة او معادلة دليل تحولها الى بؤرة بعكس الإشارة. 
© ثم تكتب نقطة على الدليل تقابل ال1/! ونسميها 0 اما قيمتها راح نتبع المخطط 


اولصت دي 
(مع ,0) /ر (10+ ,)12 


. 1117 - 111 - ./ من قانون تعريف القطع المكافيء  121(2 - ج7() + 2,1(2 - ج3)‎ ٠ 





(07,0)م/ دليله 7/3 - /1. 

الحل:- 

البؤرة هي (0, 7)/ تنتمي لمحور السينات الموجب الدليل ينتمي لمحور الصادات الموجب 3 ح بو 
الدليل ينتمي لمحور السينات السالب اذن البؤرة تنتمى لمحور الصادات السالب .- رآ[ 

ادن معادلة الدليل هي 7خ حار 0/3 ْ 

نفرض نقطة (لإ, »)1/1 تنتمي للقطع المكافيء . اذن قيمة البورة هي 


توجد نقطة على الدليل (لا , 7-)0 
ومن تعريف القطع المكافيء 
11 - آلا ه* 0ه ى هه ٠‏ اله مزه مم 0 : 
0 1 لفقرص نقطه (لا, “)آلا دمي للقطع المكافيء : 


#مر - بر + 7(2 + بز)//. - 0(2 مر + 2(ج 1/0 | توجد نقطة على الدليل (0)«),1/3 
ال , ومن كعريف القطع المكافى ء 


07 - قر :77 - )ل ساد 


م2 من تربيع الطرفين 


البؤرة هي (1/3- , 0)/ر 


العمارة-ميسان 7ع زمم 6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطوع المخروطية 


+غخز) ع شرو + 74 -غ) 
نفتح الاقواس كمربع حدانية. 
9 لم14 + ثير - أبو + 49 + ج14 - فير 
نختصر المتشابهات على الطرفين ومتشابهين بالاشارة 
ح- 2#ربرو + 142- 


ننقل الي اسه واحد بطرف والتربيع في طرف اخر . 
2 + :14 - فير 
ج28 ح كبر 
اذن المعادلة هي 


282 ح تبر 
"""من كان بيحيا بمحاربة عدو ماء تصبح له مصلحة في 
الابقاء على هذا العدو حبا"" 
فردريك نيتشه 
إن الحياة لا تتغير إطلاقا.. وأن جميع أنواع الحياة 
تتساوى على أية حال ..البير كامو 
رسم | لقطع المكافىء: - 
1-حدد موقع البؤرة وموقع الدليل على الاحدائيات 
2-اكتب المعادلة على جهة. 


الفصل الثانى 


م. أمجد سلمان 


1 1/1 


3م +2( - )ل ٍِ (8/ سر +02 - على 
(13- )!ا - *(/ + بر) + قرا 
من تربيع الطرفين 


2 2 
(1/3- :) - (17/3+ رر) دما 
نفتح الاقواس كمربع حدانية. 
3 +و2/3 - تبر - 3 + بو27/3 + تيو + 12 








2 


نختصر المتشابهات على الطرفين ومتشابهين بالإشارة 
فقط, 
7- - 21/33 + قير 
ننقل الي اسه واحد بطرف والتربيع في طرف اخر. 
7 --210/337- ح 2ير 
اذن المعادلة هي 
437 ح ير 


3-سوي جدول بين لإ, »ا وافرض رقم ل« او لا الي الاس مالتها -1 بحيث من تعوضه 


كون يطلع ناتج اله جذر . واذا بالمعادلة سالب لازم الرقم الي تفرضه سالب حتى يحذف السالب. 
4-راح تصير نقطتين (1لإ, 1*) (2ل9, 1«) وعندك نقطة الاصل توصل بينهم بشكل قوس. 


س | ارسم منحني القطع المكافيء الذي معادلته 47- 7 00 
راح أسوي جدول وافرض قيمة با لان اسها >1 وثانيا افرضها سالب حتى اتخلص من السالب الي بالمعادلة. 


العمار م ميسان 


7 ع1 60 - :للوععع1ا1 


*”25” » كم 0 0 0 


٠2-1‏ #4 - شيو 


اذن حصلنا نقطتين هما 
(1-,2-)(1-,2) 
البؤرة (1-,0)/ر 
الدليل 
1 -7+ - بر 


2 --:0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 


معادلة قطع مكافئ تحتوي مجهول 


« إذا انطاك نقطة يمر بها القطع المكافيء تعوضها بالمعادلة وتطلع المجهول. 
* اذا انطى نقطة يمر بها الدليل. اجعل المعادلة قياسية ,ثم حدد منها لمن تنتمي البؤرة واتركها . 


اخذ الدليل من النقطة وطلع منه م ثم اكتب معادلة القطع وعوض بيها قيمة م. 
قارن المعادلتين وطلع المجهول. 


اثرائي: -جد قيمة ا في القطع المكافئ الذي يمر بالنقطة (4 ,2-) 


(2,4- ) يمربها القطع اذن تحقق معادلته .نعوضها 
1 -/ 7 - 16 بهبيبجهي 2< 42-87 
اثرائي: -جد قيمة مم في القطع المكافئ بر( - 3) -ح 2< الذي يمر دليله بالنقطة (8 ,4-) 
الحل :- البؤرة تنتمي لمحور الصادات (بس مانعرف الموجب لو السالب لان اكو م مجهولة ). 
الدليل هو 8 -2ر ان الدليل ينتمي لمحور الصادات الموجب (عكس البؤرة دائما ) 8م 
اذن البؤورة تنتمي لمحور الصادات السالب بومصة4- د مع 
4.7 ح شير 
و32 دح تيع 
7 3) ح ده 
نقارن المعادلة الي بيها مجهول وي هاي المعادلة 
5 -111 7 -32 +34 جهجه 32 - 11 - 3 


8 تمهيدي: -قطع مكافئ معادلته :ه[ - 2 و يمر دليله بالنة لنقطة (6,3-) جد قيمة م 


الحل . نرتب المعادلة يعني نسويها قياسية . - #تورججهد 4 ي» - 11 
البؤرة تنتمي لمحور السينات . [ناخذ قيمة »ا من النقطة ونسويها الدليل] الدليل ينتمي للسينات السالب 6 ع 
6-م 
البؤورة ينتمي لمحور السينات الموجب 
ع - أر به 6-م جه نم4 - كر 
41 - كر 
9 6 - م/م 4 - 4 


العمارة-ميسان 7ع زمم 6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطع الناقص مجموعة من النقط في المستوي التي يكون مجموع بعديها عن نقطتين ثابعتين ( البؤرتات )» 


عدد نايت . 


يعني ان مجموع المسافتين من أي نقطة (ل,*«) 8/1 بشرط تنتمي للقطع الى اليؤرتين 81,82 تبقى ثابتة 23 


البؤرتان (0,ع-) ور (1)©,)0/ بؤردار ع-,2)0/ (©,100/ 
الراسان (0,©-)ء2 (272,)0,0 الراسان (0-, 2722:)0 ___ (©,17100 
القطبان (م- , 0),ءكلة1 (ط,11,)0/ القطبان (0, طج)ءطا# __(0,ط) اا 





معلومات مهمة كلش حيل 5 
١-معادلة‏ القطع الناقص ذات متغيرين و من الدرجة الثانية والمعادلة ١2‏ , ويجب ان تساوي . 
"-اذا المعادلة ماتساوىي واحد قسم على ذلك الرقم اولا قبل كلشي . 


"-معامل كل من (4,1:2*) يجب ١7‏ واذا ما ساوى اقلب العدد دقلتين خليه يصير مقام للمقام . 





ه-نستخدم هنا قانون مهم كلش :- المنقد هذا حلال مشاكل بشكل مو طبيعي 





العمارة-ميسان 7ع زمم 6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 








القطوع المخروطية 
قوانين كتَيرٌ مهمه :- 


١-طول‏ المحور الكبير>المسافة بين رأسيه> العدد الثابت 23 


"طول المحور الصغير>المسافة بين قطبيه>المسافة بين رأسيه الصغيرين-212 


"-البعد البؤري > البعد بين البؤرتينت- 26 


؛-مساحة القطع الناقص ________ سخا 


الفصل الثانى 

















22007 
البؤرتا: السينات 71 حدي د 
لبؤرتان على محور 16 25 
0 500 و ا له 
نقارنه مع المعادلة القياسية 1 82 7 32 
6 -2[ 5 32 
9 - 52-25-16 -6م د تع 
اذن 
هسه نطلع المطلوب منا 
طول المحور الكبير 
وحدة طول 10 - 2.5 - 20 
طول المحور الصغير 
وحدة طول 8 - 2.4 - 28 
البؤرتان (0,ع )جر (106,0/ 
البؤرتان (2-3,0/م (103,0/ 
الراسان (0, ©-)ج2 (1720)0,0 
د الراسان (0, 5-)172 (2105,0 
ألسط الك 
العمارة-ميسان 7ع 811 60 - 


مومع 11 


م سك 
3--3ب+ع2 كه 
القطبان (, 1742,)0 (1,)0,8/ 
القطبان (4-, 1742)0 (1,)0,4/ 


نجد مساحة والمحيط زيادة خير ولو ما مطلوب منا. 
وحدة مربعة 201 ع 41 .5 ع 81. 0 - 4 


6 + 25 عد + كم 
- 1 
وحدة طول 


8 77 - 
2 
البعد البؤري>البعد بين البؤرتين 





الاختلاف المركزي 


1 > م6 


دن |اآن 


2 
01 


2 --:0 الا 


القطوع المخروطية 


4 
د - “برق + 4# 2) 
نجعل المعادلة قياسية. يعني >1 والمعاملات >1 
نقسم على 413 500" 
3 3 
نكلب المعاملات نخليهن يصيرن مقام للمقام. 
011 2ن 017 2 
+ 5000012154 4 47 
09 3 09 12 
البؤرة تنتمي لمحور الصادات 
و 2ير 
1 ل 4 0-1 
9 3 
58 اك “ركد 
نقارنه مع المعادلة القياسية 1 - 02 - 
1 4 
' ع كم 2-2 2خ 
3 0 
رط ار ىر 2ج - 02 
9ه 9 3 © 
ادن 
1 1 5 2 
د ح نعم 2 ح -ح 1) 
3 3 3 
هسه نطلع المطلوب منا 
طول المحور الكبير 
4 2 
وحدة طول 2 - 7 - 20 
طول المحور الصغير 
2 1 
وحدة طول -- -ح- .2 - 21 
3 0723 
البؤرتان (رع-,0) مم ع©,0)/ 
: 1 1 
د (ج-ه0ام (03)م 
الراسان (©-,0) 172 (17)0,6 
2 2 
اا (2-.0)يس (02) 
الاختلاف المركزي 
1 
-5- 
1 > - 3 -حع م 
0 
هد 3 
يا 
العمارة-ميسان 7 21 - 


الفصل الثانى 


مومع 11 


م. أمجد سلمان 





7- “131+ »9 
نجعل المعادلة قياسية. يعني -1 والمعاملات -1 
نقسم على 117 
13:2 2و 
117 117 
و 2م 
1 ج _ لك ل د 
9 3 
البؤرة تنتمي لمحور السينات 
و 2م 
1 ج ‏ لك ل د 
9 13 
ةنا 2 
نقارنه دلة القياسية 1 -2-د+4 حي 
لالت 012 02 
9 -2م 3 - 22 
4 - 13-9 -2م كنعو دك 
اذن 
2ع 5-2 , 10/13-ه 
هسه نطلع المطلوب منا 
طول المحور الكبير 
وحدة طول 21/13 - 2.1/13 - 20 
طول المحور الصغير 
وحدة طول 6 - 2.3 - 217 
البؤرتان (0,رع )ور (1)60/ 
البؤرتان (2,0-)2/2 (1)2,0/ 
الراسان (0, ©-)جة (27)©6,0 
الراسان (1/13,0-)رط (7101/13,0 
عندي مجال خل اطلع القطبان ولو ما مطلوبات. 
القطبان (,1742,)0 (ط ,10 
القطبان (3-,742)0 (1,)0,3/ 
الاختللاف المركزي 
2 
1 > ل حم 
13 0 


2 --:0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 


ايجاد المعادلة المجهولة للقطع الناقص 


9 لازم نعرف موقع البؤرة على السيتات لو الصادات. حتى تكتب المعادلة حسب نوعها. ونكدر نعرف من خلال: - 
|. اذا منطي احداثي البؤرة(0 ,ع+)/ لو (+ ,0)/ نستفاد مرتين .مرة نطلع منها © ومرة تحدد موقع البؤره. 
|اء اذا منطي احداثي الراس (0©,0+)17 لو (ه+ ,7)0 نستفاد مرتين .مرة نطلع منها جح ومرة البؤرة تنتمي لنفس 


محور الراس . 
ااا اذا منطي احداثي القطب (0 ,)1/1 لو (+0,7)]/ نستفاد مرتين .مرة نطلع منها م ومرة تنتمي البؤرة 
عكس محور القطب. 


.|١/‏ إذاحدد بالسؤال موقع البؤرة فيعني مسوي فضل علينا. 
*» إذا ما كدرنا نحدد موقع البؤرة حسب الحالات الأربعة نحل حل طبيعي وبنهاية الحل ناخذ احتمالين تاخذ مرة 
لمحور السينات ومرة لمحور الصادات. 
* حتى توجد المعادلة لازم تطلع 77 , 27 واغلب الاسئلة ينطيك واحد وينطي معلومة عن © فتروح تطلع © 
ونربط المعلومتين بقانون المنقذ دائما ونجد المجهول الثاني .ونكتب المعادلة . 


لذلك راح اصيغ الأسئلة الوزارية ومالت الكتاب بحيث اضع خط أسفل كل معلومة ومع لون مختلف حتى تعرف 
شلون تميز بين المعلومتين وتحل الأسئلة. والفاصل بين المعلومتين دائما هو حرف ((و)) 
دائما كل معلومة اذا طلعت منها قيمة ([02,572,2) يعني ان المعلومة انتهت وننتقل الى المعلومة الثانية ثم 
نربط فيما بينهم عن طريق قانون المنقذ(ميسي). 
* معلومات مفيدة للحل: - 
عن التسبة بين طولي محوريه تباوع وين الرقم الجبير اذا فوك نجعل النسبة -- - واذا جوى تقلب النسبة . 


206 5.5 27 4 


28 4 


5 20 
ع اذا انطاك الفرق بين طولي محوريه نجعل 
6 و + شد دم الفرق - 28 - 20 
واذا مجموع مكان الطرح نضع جمع 


22( و مخ م المجموع - 28 + 20 


هاي المعلومتين نطلع منهم معادلة نعوضها بقانون ميسي. 

عه اذا انطاك نقطة (7),:7 او اكثر من نقطة بشرط ما متشابهات وكلك (يمر بها او يقطعها القطع او تنتمي او تقع على 
القطع ).تكتب معادلة القطع الناقص وتعوض بيها كل النقاط . 

اذا اعطى الاختلاف المركزي نجد منه علاقة بين ع,ج ونربعها ونعوضها بقانون ميسي. 

اذا قطع القطع الناقص مقدار من محور السينات ومقدار من محور الصادات. 
فالمقدار الكبير يمثل (22) والمقدار الأقل يمثل (20) والبؤرتان تقعان على نفس المحور الأكبر. 


11 


العمارة-ميسان 7 ع زممم © - :مروععءاء1 2 -:- :0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 


مثال: -جد معادلة القطع الناقص الذي مركزة نقطة الأصل والذي بؤرتاه (0 3 -) ل (3,0) 1 و رأساه النقطتان 
(0 ,1715 (0 5-) 12 


من المعلومات المعطاة في السوّال 


البؤرتان (0, 3-)2/ (103,0/ الراسان (0 , 5-)372 (27105,0 
9 - 2 ج37 دع 5 - 64( 0-5 
البؤرتان تنتمي لمحور السينات 


ْ هسه نربط بالمنقد | 


1 م 
نكتب المعادلة التي تنتمي يي للسينات ونعوضص 


مثال: -جد معادلة القطع الناقص الذي مركزة نقطة الأصل يقطع من محور السينات جزء طوله 8 وحدة و ومن محور 
الصادات جزء طوله 12 وحدة طول . ثم جد المسافة بين البؤرتين ومساحته ومحيطه. 


من معلومات السؤال 


جطللقف-م 


الجزء المقطوع من محور السينات يمثل طول 
المحور الصغير . 
6 2[ 4 درا 


الجزء المقطوع من محور الصادات يمثل 
طول المحور كبير 
2-8 3610 -2هم 6 - 60 12 -20 
بما ان المحور الكبير على محور الصادات . يعني ان البؤرتان تنتمي لمحور الصادات ايضا . 
نكتب المعادلة الصادية ونعوض بيها قيم 3,0 


2 2 2 2 
6 
+21 


2 
0 51 2ى 27م 
6 16 6 2م 

مطلوب ايضا البعد بين البؤرتين والمساحة والمحيط. لازم نطلع ع 





0 - 36-16 -52 -ث6م د تع 


5 -20/. - 
البعد البؤريالبعد بين البؤرتين وحدة طول 4./5 - 2.21.0/5 - ع2 


وحدة مربعة +247 ع ع4 .6 ع 71 . 0 - 4 


ظ : 2 
وحدة طول 56 - د 27 كتخكة| برج 8+ ا 5 


العمارة-ميسان 





7 ع6 60- :لطلواعع11 2 - :0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 
مثال: - جد معادلة القطع الناقص الذي مركزة نقطة الأصل وبؤرتاه على محور السينات والمسافة بين بؤرتيه 
(6)وحدات والفرق بين طولى محوريه يساوي 2 وحدة. 
الحل »- من المعلومات المعطاة في السؤال 


المعلومة الثانية: - الفرق بين المحورين 


البؤرتان تنتميان للسينات 
المعلومة الاولى:- البعد بين البؤرتين 2 2 - 2 -20 
9 - 2ع 3 دم 26-6 1 ل سس سس سس ابم +1 ح 6م 1 -< -»ن 


هسه نربط بالمنقذ بس نعوض المعادلة1 مكان ج بالمنقد 


4 - 74 + 28 + 1 ح 9 جه نفتح مربع حدانية جه 55 - 5( + 1) - و9 


نعوض في معادلة1 ١‏ 4 - م 2-8 1-285-و 

6 - 82 5 -ح 2م 5 ع- 4 +1 - (ق + 1 - 0 

نكتب المعادلة التى تنتمى للسينات ونعون 0 2 
تكد 6 7 نندت 0 حم ل حم -_-- كك 
ب لتي تنتمي للسينات ونعوض 0-1 ااه 


تمارين 2-2: - جد معادلة القطع الناقص الذي مركزة نقطة الأصل ف الحالات التالية 2 
م. البؤرتان هما(5,0-).,م_(5,0),يم_ وطول المحور الكبير يساوي 12 وحدة. 


الحل :- من المعلومات المعطاة في السؤال 


(5,0) بم [المعلومة الثانية: -طول المحور الكبير 


ع اله د #ر ب م 0604-6 ( 6064-6 12 -20 
البؤرتان تد تنتمي للسينات 
هسه نربط بالمنقد 
#زر الستيكك 2 
72-11 1 - 25 -36 -25 هب 2[ - 36 -ح 25 
نكتب المعادلة التى تنتمى للسينات ونعوض ك8 4 لدف ع > 
: لتي تنتمي للسينات ونعوض 1 0-1 


العمارة-ميسان 7ع زمم ث6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


م. أمجد سلمان 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 
8-احدى بؤرتيه تبعد عن نهايتي محوره الكبير بالعددين 5,1 على التوالي. 


من معلومات السؤال 


من خلال الرسم. <١‏ البعد بين البؤرتين 4-5-14 


البعد بين الراسين -5+1 >6 
0 3 - 0 
9 - 
هسه نربط المعلومتين بالمنقذ 





عن اق اف 
5 -2م 5 2-9-4وبيبث2م 09 - 4 


[ وما دام ما عدنا بؤرة ولا راس ولا قطب ولا هو محدد المن تنتمي البؤرة لازم نأخذ 





احتمالين للمعادلة مرة للسينات ومرة للصادات] 


اا 00 اشن 2 
1-البؤرة تنتمي لمحور السينات 0-53 اي 1 2ن ١‏ 2ن 

١ 00‏ 6 2 
2-البؤرة تنتمي لمحور الصادات 1 - له - 1 ---+2-4- 
9 5 0 0 


ح- الاختلاف المركزي 0 وطول المحور الصغير يساوي 12 وحدة. 
من المعلومات المعطاة في السوال 


الحل *- 
المعلومة الاولى المعلومة الثانية: -طول المحور الصغير 
الاختلاف المركزي 6 دآ 2 -2 
عه 1 حّ 6 -2ز1 
2 - 0 ل 7 ح دهم 
0 2 0 
1---- ع4 - ثم 
از هسه نربط بالمنقذ ونعوض معادلة 1 بيه . 
تن 
6 --2مع4 د ثح 
000 30 2 2 2 2 
نعوضص 12 -د اح نع 56 ح- 324 جب 4ح 44 - 36 
3 
5-6 
إه 8 - 412 - 2ج جه ع4 - عو 


العمارة-ميسان 7م زل8 © - :مروععءاء1 


2 -:0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 
72-6 8 -ح 05 
[وما دام ما عدنا بؤرة وللاراس ولا قطب ولا هو محدد المن ينتمي القطع لازم نأخذ 


احتمالين للمعادلة مرة للسينات ومرة للصادات] 


ْ السبنا 1 ا 1 خا 

25 3 ه ندند © إوجى لل لكي -0--- اله 

1-البؤرة تنتمي لمحور السينات 0 ئِ3 0 2 !ا 02 
2 2 2 2 

ع ## مي مم ا 2 4 1 

ا هُ الصادا” جح بد عام يد كب 

2-البؤرة تنتمي لمحور ت 1 1 14 1 1 02 1 2 


ملاحظة مهمة: - اذا القطع الناقص يتقاطع وي محور السينات نقطة التقاطع تصير (0,) واذا ويه الصادات النقطة 
هي (لا,0) . 

هاي النقاط لو تصير ١/‏ لو 1/1. 

اذا البؤرة تنتمي لمحور ونقطة التقاطع لنفس المحور فنحولها الى /ا. 

واذا البؤرة تنتمي لمحور وهي تنتمي لعكس المحور فهاي تصير 1/1. 


ع- البؤرتان هما (2+ -,0) و يتقاطع مع محور السينات عند .4+ ح ل 


الحل *- من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى المعلومة الثانية :- نقطة تقاطع القطع مع محور السينات 
البؤرتان (2-,20)0م (0,2)نم هي (24,0) وهي تنتمي لمحور السينات . 
4 -2م 2 دم لكن البؤر تان تنتمي للصادات. متعاكسان. 
البؤرتان تنتمي للصادات اذن نقطه التقاطع -قطب 
القطبان (0 ,4-),174 (11)4,0/ 
6 -72 4 - را 
هسه نربط بالمنقذ. 
اسح سي 2" 


داق لان 
0 -4 +16 - 2ج يبه 16 2ج - 4 
6 8 2آ 0 -ح 2م 


البؤرتان تنتمي لمحور الصادات 


العمارة-ميسان 7ع زمم ث6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 


ع- المسافة بين بؤرتيه 8 وحدات و نصف محوره الصغير يساوي 3 وحدة. 
الحل *- من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى المعلومة الثانية :-طول نصف المحور الصغير 
البعد بين البؤرتين 1 
بعد بين البؤرد 2 " 5 - 
2-0 8 -ع2 9 1 3 -م 3 6ج 
6 2ح 


هسه نربط بالمنقذ ونعوض معادلة 1 بيه . 


5 -9+ 16 -2ج جبي 2-9خ ح 16 


9 -2م 5 - 2م 
[وما دام ما عدنا بؤرة ولاراس ولا قطب ولا هو محدد المن ينتمي القطع لازم نأخذ احتمالين للمعادلة مرة للسينات ومرة 
للصادات] 

2 2 2 2 
ا . 1 2 1 2 
-اليؤرتا* السينا” د 5157 لله تلك لتك 31507 اند 
1-البؤرتان تقع على محور السينات 1 7 1 2 ١‏ 2م 
2 2 2 2 
2 9 0 1 


كتاب:- جد معادلة القطع الناقخص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه على محور السينات ويمر بالنقطتين(2 ,6) (3,4) 


الحل: -بما ان البؤرتان تنتميان لمحور السينات. 
ومنطي هنا نقطتين يمر بهما القطع يعني نعود ع اتنيذ 5 


د 


2 


معادلة القطع 1 2+2 
0000 55 . 59 0 1 4 36 
النقطة (6,2) تنتمي للقطع الناقص. تحقق معادلته. 0-1 
0000 57 59 الصف 0 16 9 
النقطة (3,4) تنتمي للقطع الناقص. تحقق معادلته. 3 - - 1 - 2 + 7 
هسه نساوي معاملات واحد من المجاهيل حتى نختصرهم بالحذف. نضرب المعادلة 2 ب (4-) 
1---1 د + 
604 36 
ف م اع 
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القطوع المخروطية الفصل الثانى 2 م. أمجد سلمان 


00 
0 - 2م 32-0 - 3- - 2 
7 
نعوض في معادلة 2 لان سهلة شوي. 
1 4 اط 4 1 09 1 0 09 1 16 09 
5 4 5 2م 5 2م 20 2م 
1 09 
5 -ح 2ن م 
5 0 
هسه نكتب المعادلة ونعوض. المعادلة تذ تنتمي للسينات. 
2 2 
2 
2-1 
10 45 


كتاب * -جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤم ناه (0 ,4 [(40-) جر د النقطة 0 تنتمى له 
بحيث ان محيط المثلث 08182 يساوي 24 وحدة. 


09 


8 ابس سم 

المعلومة الاولى المعلومة الثانية ١‏ 

البؤرتان (4,0-)2/ر (14,0/ مهعم أ هماخ 
6 - 2م ١‏ 4 دع 


البؤرتان تنتمي الى السينات 1 
١‏ محيط المئثلث >-مجموع اطوال اضلاعه الثلاثة. 
2 م 072 +071 حر 
من تعريف القطع: -مجموع اي بعدين لنقطة 0 عن بؤرتيه 
يساوي طول المحور الكبير. يعني. 
20 - 0172 +011 


هسه نربط عن طريق المنقذ وعدنا البعد بين البؤرتين 1+2ع -2)0 
نعوض بالمحيط. 
2 ب ع2 - 20 - 24 
© + 4م - 412 + 0 ع 12 
4 - 602 0-8 م -4 -12 
تن 
8 - 16 -64 -- 2م« بمب 055 - 64 ح 16 48 - 2م 4 - 2ح 
0 5 في _ خير تن 
| | تك ند | كك الك 57 08 الضف يت بيك 
لقطع الناقخص بؤرته تنتمي لمحور ت 1 00 1 2 + 2و 
ني] 
© 


ببس كك 
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القطوع المخروطية الفصل الثانى 





اسئلة الربط بين القطع المكافىء والقطع الناقص 


يجي السؤال بصيغة: جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرته اوراسه او قطبه هي بورة القطع المكافيء. 


من معادلة القطع 
المكافيء المعلومة نطلع 


بوره 


(0 ,+ ) ر 
(م+,0) /ر 





وينطيك طول محور كبير او صغير او اختلاف مركزي تستفاد منها تطلع معلومة لو معادلة ونربط هاي المعلومات 
بالمنقذ ونكتب المعادلة ونعوض. 


كتاب* - جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل واحدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافيء 0م -2و 12‏ 11 
وطول محوره الصغير يساوي 10 وحدة. 
الحل* - من المعلومات المعطاة في السؤال 

المعلومة الاولى "من معادلة القطع المكافيء الذي بؤرته [المعلومة الثانية:٠‏ -طول المحور الصغير 





تنتمي لمحور السينات الموجب نجد بؤرته ونحولها الى 0 - 28 
بؤرة للقطع النافص. 5 -ح- مآ 
2 -ح تبر 5 -2م 


مرو4 - 72[ لأهسه نربط بين المعلومتين عن طريق المنقذ 


3 -17 2 - 41 
بؤرة القطع المكافيء الذي ينتمي لمحور السينات الموجب 
(3,0)/ ح (0 ,ل ل 
هي نفسها بؤرة القطع الناقص. 
البؤرتان (3,0-)2/ (103,0/ 
وحوك”/ 3 ذاء 
القطع ينتمي لمحور السينات لان البؤرتان تنتمي الى السينات 


تردقو عدف 
4 - 9 ب 25 -2ج جه 25 2ج - 90 
6 -2آ 4 - 2م 


نم 
د 
د 
نم 


شح 


لبلب كك 


رع 
ل 
ب 
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القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 


كتاب-وزاري: -جد معادلة القطع الناقفخص الذي مركزه نقطة الأصل واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافيء الذي 
معادلته 243 - 25 ومجموع طول محوريه يساوي 36 وحدة. 


الحل: - من المعلومات المعطاة في السؤال 


المعلومة الاولى :-من معادلة القطع المكافيء الذي بؤرته | المعلومة الثانية مجموع طولي محوريه 

تنتمي لمحور الصادات الموجب نجد بؤرته ونحولها الى 2 + ا 36 -<28 +204 

بؤرة للقطع الناقص. 8 -ط + ه 
2417 ح ذعر 


6م 24 - م4 
بؤرة القطع المكافيء تنتمي لمحور الصادات الموجب 
(0,6)/ - (م,0) / 
هي نفسها بؤرة القطع الناقص. 
البؤرتان (6-,2)0/ (100,6/ 
6 2م | م6حعم 
البؤرتان تنتمي الى الصادات 


داقع 
4 - >2( - 18) - 36 
4 - 5ط + 367 - 324 -ح 36 
324-00 -ح 36 
8 - حر 3246 - 361 
8 - م 





كتاب-232-2018: - جد معادلة القطع الناقفخص الذي مركزه نقطة الأصل واحدى بورتيه هي بورة القطع المكافيء الذي 
معادلته 0 ح ع8 ل 11 علما ان القطع الناقص يمر بالنقطة (1/3 ,2/3). 
الحل*٠-‏ من المعلومات المعطاة في السؤال 


تنتمى لمحور السينات السالب نجد بؤرته ونحولها الى ||تحقق معادلته . 





بؤرة للقطع الناقص . 2و 2ن 
82- - 2 1 2م 2ن 
4- سب الك 0 01 
10 ا 2 2 
: | :6 “57 
2 - 7 8- - 41 1 00 20م 7 02 

بؤرة القطع المكافيء الذي ينتمي لمحور السينات السالب 33 12 
(م2,0ى, - زه,ص ىر لل لل 1 داتاح ع جات | 12 م 02 

هي نفسها بؤرة القطع الناقص. نربط بالمنقذ ونعوض معادلة المنقذ بهاي المعادلة1 لان 

ن] البؤرتان (2,0-)2/م (102,0/ معادلة المنقذ اسهل من هاى المعادلة . 
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القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 


4 - 2ع 2 دع 
البؤرتان تنتمي الى السينات 








2---- 5ط + 4 - 2ن بيه 04 - 2خ - 4 
نعوض معادلة 2 في معادلة 1 
5 : 3 12 
كد 2 1 2م 4+2 
2 +1582 2 +382 +1282 
د ويه 1 لل ل 
(*ط + >ط4) 07 - 4) 
0 - 152-12 -5ط4 +ب4ط نصفرها 2 + 1504 - *5ط4 +ب4طم 
تجربة 0 - 115-12 -4ط6 0 - (1 +12()5 -02) 
اما يهمل ‏ #9 0 1+ 2ط 
او 22 -15 (2-12-0ط5 
نعوض في معادلة 2لان أسهل. 6 12 + 4 ح 2ن 
2 -2م 6 - 02 
1 2 0 2 
القطع بنة السيناء” ها ل -- 6 
لقطع ينتمي لمحور السينات 2 1 - جر + 2و 
ملاحظة مهمة في كل الرياضيات: -اي منحني يتقاطع | ملاحظة: -إذا مس قطع ناقص دليل قطع مكافئ شنسوي؟ 
مع المحاور الاحدائية شنسوي؟ *» من المكافيء نطلع م 
إذا مع السينات نجعل 0-لا ونعوضها ونجد «» نجد الدليل ‏ م7+ حديو او بخ حير 
قيمة »ا وتصير النقطة (0,). » نحول الدليل الى نقطة تماس(لإ,0) لو (0,) 
00 إدا مع الصادات نجعل 0-<72 ونعوضصها ونجد 20 نقطة التماس لو تصبير راس اذا نفس محور 
قيمة با وتصير النقطة (لإ,0). بورتا الناقص لو قطب اذا تخالف بؤرتاه. 


مه هاي النقاط تتحول الى بؤرة او راس او قطب 
حسب الي يحدده هو بالسؤال . 


تمارين 2-2-وزاري: -جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه نقطتا تقاطع المنحني 


6 -32 - 72و + 25 مع محور الصادات ويمس دليل القطع المكافيء 121 - 72. 


الحل: - من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى: -نجد نقاط التقاطع للمنحني مع محور |المعلومة الثانية: -القطع المكافيء الذي تنتمي بؤرته 
ونعوض بمعادلة المنحني 0-“«الصادات يعني نجعل لمحور السينات الموجب نجد م . 
6 - (3)0 - رو + 0(2) 12 ح تر 


نم : | 0 - 2 
ري للطرفين 6 ح 2و ل 
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القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 
4+ - بر 3 -17 2 - 41 
نقاط التقاطع للمنحني مع محور الصادات هي الدليل ينتمي لمحور السينات السالب (عكس البؤرة دوما) 
(0,74) وتحيو رده 
هي نفسها بؤرة القطع الناقص. اذن نقطة التماس بين دليل القطع المكافيء والقطع 
البؤرتان (4-,0) 2 (0,4)ر الناقص 
6 2م 4 دعم ١‏ (3,0-) 
البؤرتان تنتمي الى الصادات نقطة التماس تنتمي لمحور السينات والبؤرة الناقص 
تنتمي لمحور الصادات (متعاكسات) اذن هي قطب. 
القطبان (3,0-,1742 (1,)3,0/ 
9 - 2م 3 - م 
لم دع 
9 -2م 5 - 2ع 5 - 94+16 -2جم هبي 5-9ج ح 16 
0 2 0 2 
البؤرة تند الصادات - 5 يت بحا نك د 
لبؤرة تنتمي لمحور الصادات 00-0 1 - رن + در 


ملاحظة: -اذا قطعين تقاطعا ومنطيك احداثي سيني او صادي من نقطة التقاطع فقط. 
تعوض هذا الاحداثي بالمعادلة مالت القطع المعلوم -القطع المكافيء -وتطلع الاحداثي الثاني. 
0 وتصير عندك نقطة (لإ,«) .هاي النقطة تنتمي للقطع المجهول همينا . 
: يعني تروح تعوضها بمعادلة القطع المجهول-القطع الناقص- حتى لو تطلع بيها مجهول او معادلة. 


تمارين 2-2-وزاري: -جد معادلة القطع الناقفخص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه تنتميان الى محور السينات وطول 
محوره الكبير ضعف طول محوره الصغير ويقطع القطع المكافيء 0 - 8 + 7:5 عند النقطة التي الاحداثي السيني 


لها يساوي (2-) 
الحل: - من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى: -بؤرتا الناقص تنتمي لمحور السبنات المعلومة الثانية: -حسب الملاحظة الفوك 
(منطيها بالسؤال) نعوض قيمة 2--» في معادلة القطع المكافيء حتى نطلع 
وطول المحور الكبير -ضعف طول المحور الصغير. الاحداثي الصادي وتصير نقطة كاملة. 
2 -عر مج8- ح ثبو 
2 - 0 ط4 - 20 (2)26 - 20 1 
رلة ف 21ناية افو للطرفين/ 6 - 12 
4+ - رر 
نقاط التقاطع القطع المكافيء مع الناقص 
(4,-2-) (2,4-) 
والنقطة (2,4-) تنتمي لمعادلة القطع الناقص .نعوضها 
بما ان بورتا القطع الناقص تنتمي لمحور السينات اذن 
معادلتك. 
نم 
الماك 
العمارة-ميسان 7 م م 6 - :لمطلوععءاع1 2 - :10ل 


القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 


2و 2ن 
سم 
ل ل ل 1 ل ري ١‏ 2ى 
نعوض معادلة 1 في 2 
5" 17 1 6 1 1 16 4 
-_ ح_دا 2-2-5 حت واكاك | ابي ححجديي بحت 
10 1 2م 4 415 
نعوض في معادلة 1. 
7 -7[2 8 ح- 2نم 8 - 4.17 ح- عمو 
1 0 2 0 2 
بما ان القطع النا نى البورة جح لدت لل د جحت سد إل سد 
بما ان القطع الناقطل بين البؤرة. 1 - ر, ١‏ جم 1 - ير ١‏ 2و 


تمارين عامة : -جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه تنتميان الى محور السينات ومساحته 
71 و محيطه 101 


الحل: - من المعلومات المعطاة في السؤال 


المعلومة الاولى: -القطع الناقص سيني البؤرة (منطيها |[المعلومة الثانية: -من المحيط 
بالسوال) من المساحة 








+ + 2م 
27 - 1 
7 - 1/ 2 
1 ب 0.77 ح 711 بالترييع : وض 
بالتربيع 7ط[ و بالتربيع دم 7 ب 0 2 -ح 107 
49 +7 + كو 
1 جر د 2ه 2" 7 -25 
2---2ث# + 2ج - 50 
نعوض معادلة 1 في 2 
49 
1ح +6 + جر - 50 
4م + 49 - 502 


0 - 49 + 5082 - 4و 
0 -(1 -49()62 -62) 


ام 9 - 02 0 - 52-49 
رم نعوض في معادلة 1حتى نطلع قيمة ج 1 -2- 2ج 
دل 


كك 
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القطوع المخروطية 


الفصل الثانى 


يهمل الحل اعلاه. لان م طلعت أكبر من ج ولا يجوز في القطع الناقص. لان ج هو الاكبر. 


او 

نعوض في معادلة 2 لان اسهل 

1 . . 0 7 
القطع ينتمي لمحور ا لسينات يي 


1 2ط 


5 --النقطة ([2,2) تنتمي للقطع المكافيء الذي رأسه نقطة الأصل وبؤرته تنتمي الى محور السينات والتي 
2" 0 ونه 0 .ىا الو». ١‏ كه 3 03 9 5 97 0 
هي احدى بؤرتي القطع الناقمص للدوي تعرت ره وستطت ( ركنتسي بجر لكاتواسي اتط وير جات حل رط اس ماك رن لطي 


المكافيء والناقص . 


الحل» - 


من المعلومات المعطاة في السوّال 


المعلومة الاولى: -القطع المكافيء سيني البؤرة (موجب او | المعلومة الثانية النسبة بين طولي محوريه 


سالب ما ندري) نجد بؤرته ونحولها الى بؤرة للقطع 


5 


ى ممه ٠‏ اه 1 وى 0ه ٠ ٠.‏ 
لكن النقطة ( 2 ,2) تقع في الربع الاول والمكافئ يمر بها. 
اذن القطع المكافيء سيني البؤرة موجب 


مك - كبر 
12-45 4-41 
3 3 3 
5 -م 
نرجع نطلع معادلة القطع المكافيء لان مطلوبة همينا 
1 ح- أربر مك - أبر 
2 -ح تبر 


بؤرة القطع المكافيء الذي ينتمي لمحور السينات الموجب 


(3.0)/ ح- (0,©)ر 
هي نفسها بؤرة القطع الناقص. 


البؤرتان (3,0-) م (103,0/ 
9 2م | 3 حدم 
البؤرتان تنتمي الى السينات 
القطع الناقص سينى البؤرة 1 أ 
له الف + د ا كل 
لقطع أص سيني "بور 6 25 
ن] 
0 _ 
العمارة-ميسان 


7ع 60 - :للوععع11 


نشوف الرقم الاكبر فوك لو جوه ونخلي جح حسب الرقم 


الجبير. 
6_5 5 20 
4 مر 4 2 
2ك" 0-0 
1 16 4 
-. 4 - 25 8 لس لس سس ل 2 لان لت ست ست ست ست ل 
اقم 
توحيد بالمقص م 2م ”2 - و 
| 16 


“9 _ 2552-1652 _ و 


16 16 
1 0 
سح 1 جيهي  _‏ -ح 0 
16 16 
َ َ 6 - 72 
نعوض في معادلة واحد حتى نطلع قيمة 0. 
5 - 16 م 
201460 
تو تي 
000 


2 --:0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 


ملاحظة مهمة 
اذا مر قطع ناقص بنقطة واحد من احداثياتهاح صفر مثلا (0,*)(لإ,0) 
© او مر ببؤرة (0(/)0,7 ,)م لقطع اخر نجدها-اقصد بؤرة القطع الاخر- ثم نحول هاي البؤرة الى 
اذا تنتمي نفس بؤرتا الناقص فهي راس ١/‏ واذا تخالفهما في قطب /! 
٠‏ اذا ما عندي بؤرة احدد عليها نوع النقطة الي مار بيها القطع الناقص نفرض النقطة مثلا تمثل قطب او راس 
**» ونجد منها قيم جوط وإذا طلعت م اكبر من ج فالفرضية غلط ونمسح الحل ونعكس الفرضية. 


0 -ح- جد معادلة القطع الناقخص الذي مركزه نقطة الأصل ويمر ببوؤرة القطع المكافيء 0 -ع«16-- 12 
ومساحة منقطته +201 وحدة مساحة . 


الحل: - من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى :-القطع المكافئ سيني موجب نجد بؤرته |[ المعلومة الثانية: -مساحة القطع الناقخص 
ونحولها لو راس لو قطب للقطع الناقص. 77 © -4/ 
6 -ح أربر 47 ب 71 .2 - 2011 
ح-ح أبر 5 -32 5 -2 
4 - ر 6 -47- ب - - ل إإطلعت ‏ أكبر من ( يعني الفرض مالتي صحيح. ولو 


بؤرة القطع المكافيء الذي ينتمي لمحور السينات الموجب [[طالعة ج اقل من م اقلب الفرضية وامسح الحل واحل من 
(4,0) -(6,0)/ إإجديد وافرض البؤرة تمثل راس ويكون الجواب صحيح. 
نفرض بؤرة القطع المكافيء تمثل قطب القطع الناقص. 
6 -72 4 - رم 
اذن البؤرتان تنتمي لمحور الصادات لان القطبان ينتميان الى 
السينات 


2 2 2 


القطع الناقص صادي البؤرة 1 - -< + 12 ث-- 


5 
دم إنم 


3 


ميم 


72-خارج العراق: -جد معادلة القطع الناقخص الذي رأساه (0 125 ) واحدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافيء المار 
دليله بالنقطة (4 ,3-).جد معادلة كل من القطعين المكافيء والناقص . 


الحل: - من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى: - المعلومة الثانية: - دليل القطع المكافيء هو 
من الراسان فان القطع الناقص سيني البؤرة. 3ح ين 


(0 ,5-) 17 5 (0 ,27105 3-م 
5 - 2ه 5 - 4 [الدليل ينتمي لمحور السينات السالب 


تحليل - تحليل - بما ان بورة القطع الناقصحبورة اذن بؤرة القطع المكافئ تنتمي للسينات الموجب 
المكافئ. - 7ت 
2 اذن بؤرة القطع المكافئ تقع على محور السينات - 32ج 4.3 ع كرو 


له“ الدليل يأخذ قيمة »ر من النقطة. 


بل ل كك 


العمارة-ميسان 7ع زمم 6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


الفصل الثانى م. أمجد سلمان 
بوؤرة القطع المكافئ 
(703.0 0 
هسه نروح معادلة القطع الناقص:- 5 

بؤرتا القطع الناقص حبؤرة القطع المكافيء 


القطوع المخروطية 


ج (0,م+)ر 


(3,0-)2م 2 ,(103,0/ 
9 ح لمم 2 دع 
ري قن ساق 
6 8 2آ 5 - 2م 6 - 9 25 -7[2 جاب 02 25 - © 
1 0 0 2 
الق يدتمى السبنات جح د ل دا جح بد إل د 
لقطع ينتمي لمحور السينات 1 6 25 1 2 !2م 
ملاحظة مهمة 


ه القطع الناقص يقطع من السينات ومن الصادات والجزء المقطوع الأكبر يمثل طول محور كبير والاقل طول 
محور صغير. والبؤرتان تنتمي للمسافة الأكبر. 

ه لكن إذا منطيك يقطع من محور معين فقط وما منطيك شكد يقطع من الاخر. هنا عندك مشكلة. 

ه تفرض الجزء المقطوع يمثل محور كبير او صغير وتحل السؤال 

ه ونجد قيم جوم وإذا طلعت 0 أكبر من ج فالفرضية غلط ونمسح الحل ونعكس الفرضية. 


2012 


: -جد معادلة القطع الناقفخص الذي مركزه نقطة الأصل و الذي يقطع من محور السينات جزء طوله 8ووحدات 


ومساحته 241 وحدة مساحة. 


الحل» - 


من المعلومات المعطاة في السوّال 


المعلومة الاولى :-نفرض ان الجزء المقطوع من محور 
السينات يمثتل محور صغير 


القطع ينتمي لمحور الصادات لان المحور الصغير ينتمي 
الى السينات 
وهذا يعني ان الكبير على الصادات . 


رم البؤرتان تنتمي لمحور الصادات 43 كا 
١‏ 36 
0 
العمارة-ميسان 7 21 - 


ملودعع 11 


المعلومة الثانية: -مساحة القطع الناقص 


ع7 . 0 -ح 4ل 
]41 ب 41 .2 -ح 241 
6 - 22 6 2 


توضيح لا يكتب بالورقة: -طلعت ح أكبر من يعني 
الفرض مالتي صحيح. ولو طالعة ج اقل من ٠‏ اقلب 
الفرضية وامسح الحل واحل من جديد و افرض الجزء 
المقطوع محور جبير ويكون الجواب صحيح . 


د 
د 


5-0 
نم 
5 


2 --:0 الا 


القطوع المخروطية 


4-4 انبار: -اذا كانت “222 
- 


يساوى || + 2116 











الفصل الثانى 


م. أمجد سلمان 


41 + » جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرته (0 ,0) وطول محوره الكبير 


الحل: - من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى: -لازم نبسط المقدار ونطلع 0 وهاي المعلومة الثانية: -طول المحور الكبير 
نعوضها بالبؤرة وتصير بؤرة قطع ناقص. 2 > ||21]2 ع ||ك: + |2 
1+1 4+2 0 . يعني قصده انو طول المحور الكبير -ضعف المقياس 
1 ”++ - 41 7 6 اللعدد المركب .لذلك لازم نطلع المقياس . 
6-2 ل 4 27 21-4 ل م4 + 4 2 0 د 
ل سس ح ححج جم 0 0 __ لل[ جح ول ل م - 0 ل 6 حين ) 
4 0000 0 - 9 + 7/1 - ترو + يرل 
 - 1+ 34‏ - :ك + ع لاطول المحور الكبير 
31 +1 -01 دم 0 - 27 20 
ومن تساوي عددين مركبين 0 - 2م 0 - 0 
3 -01 1 م 00 
هسه نربط بين المعلومتين عن طريق المنقذ 
بؤرتا القطع الناقص 
(3-,12)0 (1)0,3 زر 
9ح كم 3 -<ع 
للد تع لل ١‏ 
2ن «حدبولد 2 
“5 - 10 - 9 1 - 2م 1 10-9 -2م 
0 مج 0 مج 
اليوارتا* الصادا” جا لد افك .يمه أ 
لبؤرتان على محور الصادات 50" 1 ير 1 در 


5-:2: -جد معادلة القطع الناقخص الذي بؤرتاه تنتميان الى محور الصادات ومساحته +321 وحدة مساحة 


3 .4 1 
والنسبه بين طول محوريه 2 


الحل: - 
المعلومة الاولى: -من مساحة القطع الناقص. 


من المعلومات المعطاة في السوّال 


المعلومة الثانية النسبة بين طولي محوريه 


5 . »© - 4 اأنشوف الرقم الاكبر فوك لو جوه ونخلي جح حسب الرقم 


321] - 2. 21 


العمار م ميسان 


7ع 60 - :للوععع1ا1 


الجبير. 
1[ م 1 28 
2 © 2 20 
0ك 5 - هنو 


نعوض معادلة 2 في معادلة 1 . 


2 -:0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 


4 م 72-6 2 -282 2 - مم2 (5-32.»ع 
4 - 2ح 8 - م 2 -4.ح 
0 0 0 2 
البؤرتان ند الصاداث حا لد 0 د الف 
لبؤرتان نتمي لمحور الصادات 1 6 1 2 أ 2م 


22-2016: -جد معادلة القطع الناقخص الذي مركزه نقطة الأصل وبعده البوري مساويا لبعد بؤرة القطع المكافيء 
0 - 24 + 2:ر ومساحته :801 وحدة مساحة 





الحل: - من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى :- بعد بؤرة القطع المكافيء عن المعلومة الثانية: -مساحة القطع الناقص 
دليلهح- م2 7 . 0 - 414 
القطع المكافيء بؤرته تنتمي لمحور السبنات السالب. 
نروح نطلع م 11 + :17 .2 ع 8012 
24 -ح بر 
+1ه- - 11 0 - 80 
6 -<م 0 24-- م4 8 
2 
بعد بؤرة القطع المكافيء عن دليله - م2 - 2.6 589 لحت 8 ؟ 
بعد بؤرة القطع المكافيء عن دليلهت 12 10 
(يكول بالسؤال. البعد بين البؤرتين -بعد بؤرة القطع 
المكافيء عن دليله! 
6 - ع 6 دع 2 دتع2 
تت[ تيب قن 
00) 
نصفرها ‏ 764 - 6400 -16745 ججه 54> | - 072 - 16 
0 - (64 - 100()65 + 55) نصفرها 0 - 6400 -1645 -4ط 
اما يهمل 2 - 0 - 100 +52 
او 62-14 2-64-0طصم 
ا مادا 0ح _ 2 
نعوص في معاد 2لان أسهل. 100 0 0 
4) - 2م 0 -ح 2ن 


ري ما دام ما عندي بؤرة ولا راس ولا قطب ولا محدد بالسؤال المن البؤرتان لذلك ناخذ احتمالين. 





العمارة-ميسان 7ع زمم 6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطوع المخروطية الفصل الثانى م. أمجد سلمان 
0 0 12 
-البوره تند الصادات جلت للد الك الك 510 للد 
وجو سس سر يد 1 10 7 يم 01 
2و اتير قن . تير 
-اليؤرة تند السينا جح ب د لد ل تك . لتكت إل لظا لالطتتاد 
2-البؤرة تنتمي لمحور السينات 1 0 1 2 + 02 
إيجاد قيم المجاهيل ارط 
م-مجهول واحد بس طاو ا 8-اذا مجهولين طاو ! 
<ا اترك المعادلة الي بيها مجاهيل لا تباوع عليها 
”* راح ينطيك معلومة وحدة والاغلب ينطيك أصلا. 
البؤرة. نجد منها ©. <( راح ينطيك معلومتين لازم نطلع منهن 
:7 نحدد لمن تنتمي البؤرتان ا لك للا 
7 نجعل المعادلة الي بيها ا قياسية بجعل قانون المنقذ يفيدنا. 
المعادلة-1 والمعاملات-1 ونطلع منها قيم 3,0 حر نحدد لمن ينتمي القطع من البؤرة او من 


بالمفار نه مع المعادلة القياسية. 
”ا نطبق قانون المنقذ ونجد المجهول. 


معلومات السؤال. 

نجعل المعادلة الي بيها ا, »! قياسية بجعل 
المعادلة-1 والمعاملات-1 ونطلع قيم م, ج من 
المعادلة بس بيهن مجاهيل !, ١‏ . 

نساوي قيم ,جح ونجد المجاهيل 





5م مثال: -لتكن 36 - 4:2 + 22ع/ معادلة قطع ناقص مركزه نقطة الأصل واحدى بؤرتيه (0/3,0)/ جد 


قيمة م ع/ 
الحالة الاولى 
الحل٠‏ - من المعلومات المعطاة في السؤال 
- البؤرتان (1/3,0-) يحم (3,0/) ,م [ 3-نجعل المعادلة قياسية 

2-3 #للردعم 6 6 ح #رر4 + تيرمع[ 

2 البؤرتان ينتميان الى السينات ١‏ 42 5 رع 

رو ير 036 36 

1 ح_ ا لد ب 00 21 
لف اب أت 713757 كنت 

7 9و 36 

2 2 ع 

| صارت معادلة قياسية 
7 02 مادام المعادلة تنتمي لمحور السينات نقارنها مع القياسية 
د - - - - إإونطلع قيم م ,جه نحولها للجهة الثانية . 
2 36 2 
9 - بم دح كن 
وو 
2م - 2ن ع كعم 
2 -ع1 سًََ ع[ ُ 12 غم - 9 + 3 9 ص 3 
- 0000 ---- جا الداح ىد -2--2- 
ري 12 1 1 وو 
فح 0ه 
العمارة-ميسان 7ع زمم 6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطوع المخروطية 


الفصل الثانى 


م. أمجد سلمان 


7--1-د2-: -لتكن 36 ح 2و/ + 22 معادلة قطع ناقص مركزه نقطة الأصل مجموع مربي طولي محوريه 
0 وحدة واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافيء 40/317 - 2بر جد قيمة 9 ع [١‏ ى/ 


هذا السؤال راح نحله بخطوات الحاله التانيه 


-١لحلا‎ 


المعلومة الاولى :-من معادلة القطع المكافيء سيني البؤرة 
الموجب نجد بؤرته ونحولها الى بؤرة للقطع الناقص. 


من المعلومات المعطاة في السوال 


المعلومة الثانية مجموع مربعي طولي محوريه 

ح 28(“5) + 20(5) 
0 - 474 + 46 

15 -2 + عم 


3 ل ل لس ل نف هسه تربط عن طريق المنقذ 


4 - تبر 
رمك - أبر 


بؤرة القطع المكافيء (0/3,0/ - (0,م)/ 
هي تمثل بؤرة القطع الناقص. 


البؤرتان (3,0/- )م/م (100/3,0/ 
3 -2 0-44 كج 
البؤرتان تنتمي الى السينات 
6 - 2ط 


هسه نسوي المعادلة قياسية 


بماان البؤرتان تنتمي للسينات 


العمار م ميسان 


7ع 60 - :للوععع11 


فوت ف 

3 - 24 4 

2----2-3م- شح 

من معادلة 1ومعادلة 2 بالحذف لان اثنينهم درجة ثانية. 

15 - 2 + 2ه 

22-45 - 3 

9 ع 2م 

نعوض في معادلة 1 حتى نطلع م 
6 - 15-9 -25ط 

2-9 


222 - 8 


55 2ط + © 


.36 6 ح تروع1 ل تعررز 
0 


+ -- 1 
36 6 


2 --:0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 





8-د1-: -لتكن ع7 - 2:2 + 42 معادلة قطع ناقص مركزه نقطة الأصل البعد بين بؤرتيه 21/3 وحدة طول 
جد قيمة 9ح ع( 


1-من معلومة البعد بين بؤرتيه 


2-ما منطيني البؤرتان لذلك ما اعرف المن ينتمي. 


3- هسه نسوي المعادلة قياسية ا 6+ 1 22 
َ 2 11 4712 
اله م ل” > 
# 12 
2 4 


حتى اعرف لمن ينتمي القطع الناقص لازم نعرف المقام الاكبر. ومادام نفس المقدار جوى 2 وجوى/, نكدر نعرف المقام 
الاكبر. اكو قاعدة بالرياضبات كلما اكبر المقام قل الرقم يعني 


1 / 
احج سد 
4 2 
اذن معناها المقام الاكبر جوى ل ويعني القطع ينتمي للصادات. 
2 2 
2 4 
2 2 
7 7 و ا 
كم كين 1 جح تير خخ 
4 2 2م 
هسه بالمنقد 
واب توت تن 
وو 2 ع 2 ع4 ع1 / 
2 حع/ اح وق لاح وق ك١‏ دالا لاح هق 
١١ 8 07 14‏ 8 5 4 2 
وشكرا للناصرية 


” لا توقف الكراهية الكراهية» بل يوقفها الحب فقط, هذه هي القاعدة الخالدة. “بوذا 
”كل ما هو عظيم وملهم صنعه إنسان عَمِلَ بحرية.“- لبرت أينشتاين 
”العقليات العظيمة تناقش الأفكارء وتلك العادية تناقش الأحداث, أما الصغيرة فتناقش الأشخاص. “ إلينور روزفلت 


"لذ الأشخاص الجادين أفكار قليلة: أما ذوي الأفكار فلا يكونون جادون أبدا.“ ب بول فاليري 


العمارة-ميسان 7ع زمم ث6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 


م. 


أمجد سلمان 


23-0-: -لتكن ج - 322 + 7/72 معادلة قطع ناقص بؤرتاه على محور السينات ويمر بنقطة تقاطع المستقيم 


3 - د +2 مع محور الصادات علما ان مساحته ج271/31وحدة مساحة جد قيمة +[ ع 2 ن/ 
هدا السؤال راح نحله بخطوات الحاله التانيه 
الحل* - 


1- بؤرتا ق ن تنتمي لمحور السينات. 
من المعلومات المعطاة في السوّال 


المعلومة الاولى: - القطع الناقص يمر بنقطة تقاطع المعلومة الثانية: -مساحة القطع الناقص 
المستقيم. 7 . 0 - 41 
نجد نقطة تقاطع المستقيم مع محور الصادات. 
نجعل ‏ 0-» 1 2.1 ح 217/316 
3 برج 7/3 - بر + (200 
نقطة التقاطع المستقيم مع محور الصادات هي 4 2ج 2 - هج 
(0,:/3) 
بما ان البؤرتان تنتمي لمحور السينات والنقطة تنتمي 
لمحور الصادات (متعاكسات) اذن هي قطب. 
قطبا القطع الناقص. 
القطبان (3/-,142)0 2 (111)0,1/3 
3 -862 0 3/-م 
3 -2ط6 4 - 32 
هسه نساوي المعادلة قياسية 9- 7 ح رو[ + 6ر3 
0000000 اف ووه “1 32 
بما ان البؤرتان تنتمي للسينات [ لكل ل 5-2-0-5 
31 0 2 7 
1 3 
2 -ح 4.3 0 غك 
ق.24 ا 6 نعوض ع كن 
3 3 
م 
1 
12 12 
 - 4‏ ح ع اك 
3 1 


ما نحن عليه هو نتائج ما كنا نفكر ب4.» العقل هو كل شيء وما نفكر به سنصبح عليه. جوتاما بوذا 


لبقا 
طِ 


كك 


العمارة-ميسان 7 م زا8 © - :مموععءاء1 


2 --:0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 2ق م. أمجد سلمان 


ايجاد معادلة القطع الناقص من التعريف 
+ تطلع البؤرتان او هو ينطيكياها. 
نطلع طول المحور الكبير-ج 2 او ينطيه بالسؤال. 
+ نفرض نقطة (7)2,3 تنتمي للقطع الناقص . 4-نكتب قانون تعريف القطع الناقص 20 - 7/2 + 10/1 
نطبق قانون البعد بين نقطتين بين 7/1 وثم بين 7/22 ثم نعوض بالقانون ونبسط ونجد الناتج 


0 - 5 + 7 + 24ح ل عر) ل + 4ح + بوم + 25ح + عر) /. 


8--1-احياني: جد معادلة القطع الناقص الذي طول محوره الكبير 12©1 واحدى بوؤرتيه هي بوؤرة القطع 
المكافيء 1217 مير باستخدام التعريف. 


المعلومة الاولى :-من معادلة القطع المكافيء الذي ينتمي لمحور الصادات الموجب نجد بؤرته ونحولها الى الناقص 
17 ح شمر 
41 ح ذعر 


بؤرة القطع المكافيء الذي ينتمي لمحور السينات الموجب 
(2)0,3/ ح (0 ,ص ر 

هي نفسها بؤرة القطع الناقص البؤرتان (3-,0) يم (0)0,3/ر 
نفرض (لر »«)م تنتمي للقطع الناقص . ومن تعريف القطع الناقص 711917721217777!1179797799 
ومن قانون البعد بين نقطتين 

1/1 012 0 

2 - 3(2 + بو + 02 - ملك" + 3(2 - بن + 0(2 -عن) /ى 

2 - 3(2 درن + تقول + 3(2 - بو) + يول 
بالتربيع 3(2 + بو) + 2يو/ن, - 12 - 3(2 - بو) + مزل 
مربع حدانية 


|22 + ب + قل - 12] - 3(2 بن + قر 


تختصر المتشابهات بين الطركين ونفتح الاقواس وننقل كل المقادير ونترك الجذر وحده 





2 ل رو) + 2ير/..24- - 144 -9 و6 - شيو - 9 + و6 - شرو 


فنا 2 + 3(2 + رو) + 24./:2- - 144 - :2 1- 


العمارة-ميسان 7ع زمم 6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


بالتربيع 3(2 + بو) + 2/22 ح 12 + بر 
[9 عد تو6 لد تبو]4 + 2ر4 - 144 + بر24 + تبرج [3(5 + ر) + 2مر]4 - 144 + ربر24 + 2 
6 ل بريه 2 + #رر4 + 2ير4 - 144 + :24 + 2و 





6 144 ح ثبو - ترر4 + 42 


11 م2 
كال 75 لله 8 + 108 - 2و3 + 2ر4 
6 ' 27 ا لل 


1 
كتاب-تمارين2-2:-باستخدام التعريف جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه على محور السينات والعدد الثابت 10 
والبعد بين بؤرتيه 6 وحدة ومركزه نقطة الأصل. 
الحل: - نطلع البؤرتين. من معلومة المسافة بين البؤرتين 
البؤرتان تنتمي للسينات. (2-3,0/ (1)3,0/ 
طول المحور الكبير>العدد الثابت 10-23 معطى في السؤال. 
2 (لإ, *«)م تنتمي للقطع الناقص . ومن تعريف القطع الناقص 


في 


20 - 7/22 +721 ومن قانون البعد بين 


111 1102 


20 
بالتربيعه 2بو+ 3(2 + »#)/, -10 -ح ت2يرو+ 3(2 - عر) ل 
ضوح 3(2 دع + توج 3(2 + 2) /,20 - 100 - ترو+ 3(2 -مج) 
بالاختصار ‏ تيبو + 9 + 62 + شير + يو + 3(2 + 2)/, 20 - 100 - تيو + و + يوم - شير 
د6 + تيو + 3(2 + :ن)/.20 - 100 -:6- 


4 ب 0-+124 ح 2بجو + 3(5 + 22) /.20 


بتربيع الطرفين 5 +32 ح ث2بو + 3(2 + بر) /ىء5 


5 +1502 + 922 ح | “رو + 3(4 +2) |25 
5 +1502 + 24ر9 ح [ بر + 9 + عر6 + 25212 
5 +1502 +922 ح 72و25 + 225 + 1502 + 25212 
نجعل الثوابت-المتغيرات 
5 - 625 - 25172 + 92 - 251:2 
0 د 400 ح 2بو25 + 162:2 
2 م2 
ل هه 
1 25 
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القطوع المخروطية الفصل الثانى 


القطع الزائد 
تعريف القطع الزائد: - مجموعة نقاط في المستوي والتي تكون القيمة المطلقة للفرق بين بعدي اية نقطة واقعة عليه عن 
نقطتين ثابتتين فيه تسمى البؤرتان قيمة ثابتة تساوي طول المحور الحقيقي فيه. 20 - إء/رم -1/م| 





1 ْ 


2 ىع 17 د <آ ,ال , 


1 


رمين © و  -‏ د« ©رع- )1*2 
ع - 22» خح©#» 


قطع زائد ينتمي لمحور السينات 


رطءر©2 


27١‏ ) 120 ا “رس لسر 


4 


المعادلة القياسية 


م ”05 كه 
(0, )جم (16,0ر بؤرتار (ع-, 2)0/ر (©,1)0/ 
(0, ©-)ج17 (171)©6,0 الراسان (©-, 172)0 (7)0,©6 
(6- , 174,)0 (ط,4,)0/ القطبان (0, طح )كلل (6,0), ك1( 





يستطيع أي احمق ان يجعل الأشياء تبدو اعقد واكبر , لكنك تحتاج الى عبقري شجاع ليجعلها تبدو اسهل وابسط. 
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القطوع المخروطية الفصل الثانى 





ملاحظات مهمة 
نحدد لمن ينتمي القطع اذا كانت المعادلة معلومة من خلال الحد الموجب وليس المقام الأكبر. ودائما الي جوى 
الحد الموجب قيمة ج . 
ع طول المحاور والبعد البؤري نفسها كما في القطع الناقص. لكن هنا 
المحور الكبير يتحول اسمه الى طول المحور الحقيقي او الأساسي. وطول المحور الصغير يصبح طول المحور 
المرافق او التخيلي. 
ع في القطع الزائد ماكو اقطاب ولا يوجد طول محور صغير وانما الي موجود هو قطب ومحور تخيليات. 
اذا قطع القطع الزائد مقدار من محور السينات او الصادات فان المقطوع يمثل محور حقيقي دائما 23 . 
ع قانون العلاقة التربيعية (ميسي) هنا 
54 + 6ج < نع 
ع الاختلاف المركزي اكبر من واحد 1< 5-م ولا توجد مساحة ولا محيط للقطع الزائد لانه مفتوح 
وليس مغلق كي نستطيع حساب مساحته او محيطه كما في القطع الناقص. 
ع في القطع الزائد الزعامة لقيمة ع . 


60 < ع 0 < © 
د اما قيمة ,جح فالعلاقة بينهما صابرة معارك كر وفر. 
ممكن ان تكون قيمة ير - م6 او 0 < مآ او 0 < 0 
© القطع الذي تتساوى فيه [ - 0 يسمى قطع زائد قائم او متساوي الاضلاع.او القطع الذي يتساوى فيه المجال 


مع المدى. 
#: الاختلاف المركزي في القطع الزائد القائم -2/, حتى لو ما منطيه بالسؤال والنسبة بين طولي محوريه >1 
والفرق بين طولي محوريه- صفر. 


مسائل إيجاد معلومات القطع الزائد اذا كانت المعادلة معلومة 





<( حدد لمن تنتمي البؤرة من خلال الحد الموجب. 
<< اكتب المعادلة القياسية المشابهة للمعادلة الي بالسؤال وقارنها 


<<( طلع قيم ع,ط,رج وشن هجوم على المطالب. 
كتاب: -عين البؤرتين والراسين والقطبين وطول ومعادلة المحورين والاختلاف المركزي 


2 2 





7 25 
8 - 22ر4 - 1252 (2 1 ----<(1 
كار 36 64 
8 ح-ح 2ر4 - 12172 عرد خين 
نجعل المعادلة قياسية. يعني -1 والمعاملات -1 1 36 64 
نقسم على 48 البؤرة تنتمي لمحور السينات 
م4 2بر12 و 2ير 
48 48 0-2-0-1 
0 07 
0 0 12 4 نقارنه مع المعادلة القياسية 1 لك 
البؤرة تنتمي لمحور الصادات 222222222222222 2222222 
دن ات له 2-6[ 4 - 2ج 
600 0 
00 12 4 0 - 36 + 64 - 2م بد تنو داتع 
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القطوع المخروطية الفصل الثانى 





2 2د اذ 
شرحت المددك قر 0-2 الى 
ا ا 1 هسه نطلع المطلوب منا 
12 -2م 4 - 2ج /طول المحور الحقيقي 
ع 


6 - 12 +4 -724 2ج -2 وحدة طول 16 - 2.8 - 20 


اذن طول المحور المرافق 
4 دع 3 -ح [ , 2 - )0 وحدة طول 12 - 2.6 - 287 
هسه نطلع المطلوب منا البؤرتان (0,ع )يور (10)6,0/ 
طول المحور الحقيقي البؤرتان (10,0-)ج/ر (1010,0/ 
وحدة طول 4 - 2.2 - 26 ]) الراسان (0, ©-)72ة1 (1721)06,0 
طول المحور التخيلي الرايان (8,0-)272 (270)8,0 
وحدة طول 40/3 - 2.21/3 - 28 | القطبان (,1742)0 (ط1,)0,8/ 
البؤرتان (ع-,2)0/ (ع©,10)0/ 
البؤرتان ((4-,2)0/ (1)0,4ر/ر القطبان (6-, 242)0 (11)0,6/ 
الوراساتة (0-,1272)0 (1710)0,©6 الاختلاف المركزي 
الراسان (2-,22)0 (2100,2 ا 2 
الراسان (2:/3,0-)722 (111)21/3,0 1 0 -ى 
الاختلاف المركزي 
4 © 
2-1 +02 


إيجاد معادلة القطع الزائد 
ملاحظات مهمة للحل عدة الهجوم لازم تعرف ذن الملاحظات حتى تكدر تحل. 

ه آذا اعطى طول محور حقيقي طلع منه ج واذا مرافق او تخيلي طلع منه م واذا بعد بؤري طلع عو ذلك بالقسمة 
على 2 . 

ه البؤرتان والراسان والقطبان نستفاد منهم مرتين مرة نطلع ع,ط6 ,ج ومرة نحدد موقع البؤرتان. 

ه القطع الزائد اذا (مرء مس. قطع) بنقطة واحد من احداثياتها صفر مثلا يمر بنقطة تقاطع او نقطة تماس او بؤرة 
لقطع اخر تتحول هذه النقطة الى راسان. نجد منهم ج. 

ه اذالم يحدد موقع البؤرتان ناخذ احتمالين مرة الى السينات ومرة الى الصادات ونكتب المعادلة مرتين. 

ه اذااعطى النسبة بين البعد بين بؤرتيه وطول محوره الحقيقي او المرافق فان قيمة ع دائما تقابل الرقم الأكبر لان 
هي الزعيمة في القطع الزائد. 
٠ 2:‏ 0 * 3 6 جم 3 2 
مثال النسبة بين البعد البؤري والطول محوره الحقيقي . - ., هيج يكون. 


أخفى الهوى ومدامعي تبديه واميته وصبابتي تحييه 
فكأنه بالحسن صورة يوسفح>-2 وكاأنني بالحزن مثل ابيه 
ابن الفارض 
دن 
5 
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القطوع المخروطية 


كتاب-2011-خ العراق: -جد معادلة القطع الزائد 


الفصل الثانى 





الذي مركزه نقطة الأصل وطول محوره الحقيقي 6 وحدات 


والاختلاف المركزي يساوي 2 وبؤرتاه تقعان على محور السينات. 


- ٠لحلا‎ 


المعلومة الاولى 
الاختلاف المركزي 


0 دع 


2-7 9 - 2ح 


القطع ينتمي لمحور السينات 1 


من المعلومات المعطاة في السوال 


المعلومة الثانية: -طول المحور الحقيقي 
9 ح فنع 3 - 0 6 - 20 


القطع الزائد ينتمي لمحور السينات لان البؤرتان على 
وك 6 محور السبنات .معطى 


هسه نربط بالمنقذ. 


4م + 2م د تع 


7 - 9- 36 -4 جه 02 + 9 ح 36 


0 مر 


9 27 


كتاب-2015-تمهيدي : -اكتب معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل اذا علمت ان احد راسيه يبعد عن البؤرتين 
بالعددين 1,9 على الترتيب اذا علمت ان محوراه ينطبقان على المحورين الاحدائيين. 


ملاحظة في القطع الزائد اذا اعطى بعد احد الراسين يبعد عن البؤرتين فان 


حاصل طرح البعدين - 20 


حاصل جمع البعدين - 26 


الحل: ‏ من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى: - المسافة بين البؤرتين المعلومة الثانية: - المسافة بين الراسين 
0 - 2 1 +9 -ع2 8 - 20 1 9 204 
5 - كمع 08ج 6 - 2ن 4 ح نحن 
4 + 2م د تع 
9 -2م 6 - 025 9 - 16 -25 -2ث هبه 4ط + 16 - 25 


[ما دام ما عندي بؤرة ولا راس ولا قطب ولا هو محدد لمن ينتمي القطع الزائد لازم اخذ احتمالين ] 


1-القطع ينتمي لمحور السبينات 


2-القطع ينتمي لمحور الصادات 


ب كك 


العمارة-ميسان 


- [1 


7ع 60 - :للوععع1ا1 


0 


16 


0 


نم 


د 
م 


كد 


1 


1-7 
9 


مر 


د 


- 
اك 
- 


5 


16 9 


جغرافياً. جورج سانتيانا. 


2 --:0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 





كتاب-2014-د4: -جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه (0 ,6+) ويتقاطع مع محور السينات عند 4+  -‏ اذا 
كان مركزه نقطة الأصل . 


المعلومة الاولى المعلومة الثانية :- نقطة تقاطع القطع مع محور السينات 
البؤرتان (20-6,0م (06,0م لهي (24,0) وهي تنتمي لمحور السينات . 
5 -2م ‏ 5حم وهي تمثل راس فقط 
القطع ينتمي لمحور السينات لان البؤرتان ع السينات 6 - 6042 4 -ع 
72-6 9 - 2م 6 - 25-9 -72 جه 2[ + 9 - 25 2 + 2ج ح 2ع 
0 م 0 2 
القطع الزائد بند السينات فكت مساج حت عه بوةيدية 
لقطع الزائد ينتمي لمحور السينات كد 10-1 


كتاب-2010-تمهيدي : -النقطة (7)6,7 تنتمي للقطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل ومعادلته 12 - 2و3 - 2,2 
جد 1-قيمة 1 2-طول نصف القطر البؤري المرسوم في الجهة اليمنى من النقطة م . 


ملاحظة: - طول نصف القطر البؤري للقطع الزائد هو البعد من أي نقطة م الى البؤرتين : 


*» اذا القطع ينتمي لمحور السينات فالبعد بين 7/1 يسمونه طول نصف القطر البؤري الايمن وبالنسبة 2 107 
يسمونه الايسر. 

واذا القطع الزائد ينتمي للصادات 7/1 يسمونه الاعلى . 7/2 يسمونه الأسفل. 

» ولكي نجدهم نجد البؤرتان ولازم عندي النقطة م ونطبق قانون البعد بين نقطتين 


1-(7)6,1 تنتمي لمعادلة القطع الزائد تحقق معادلته يعني نعوضها بالمعادلة . 
5 2 27200 ل 22 _ --2372 2 
للطرفين/ 8 2 0ج 3ب 323 -24 7- 36-12 هب 12 - 32 -62 


(21/2-,6) 17 (21/2 ,7)6 .. يه 20/2+ -] 
2-نجد نصف القطر البؤري الايمن المرسوم من النقطة م >-11م 
بالنسبة للنقطة م ناخذ الموجب لان متناظرات فأي وحدة نأخذها صحيح. 


ق ز ينتمي لمحور السينات (لأنه موجب) 2 +126  3:2-‏ تير 

2 2 

4 - 2م 0222-2 1 - 2 آد 

12 4 

هسه نطلع ع من المنقذ 6 - 4 +12 -ح 2ط + 2ن - 42 دم 

هسه ذكتب بؤرتا القطع الزائد الذي ينتمي لمحور السينات البؤرتان (0ب4-) رم (4,0) /ر 


وحدة طول 20/3 - 17/12 - 8 + 4/. -- '(2/2) + 2(2)| - "(0 -2072) + 42 - 6) 7/1 
هآ 


بل كك كك 
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القطوع المخروطية الفصل الثانى 





كتاب: اكتب المعادلة القياسية للقطع الزائد في الحالات التالية: - 


1-طول محوره الحقيقي 12 وحدة وطول محوره التخيلي 10 وحدة. 


الحل: - من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى: - طول محوره الحقيقي المعلومة الثانية: - طول المحور التخيلي 
02-6 6 64 20-12 5 -2م ‏ 5م 28-0 


[ما دام ما عندي بؤرة ولا راس ولا قطب ولا هو محدد لمن ينتمي القطع الزائد لازم اخذ احتمالين ] 


قلع : 2 أ 2 
1-القطع ينتمي لمحور السينات 0-0-7 1 2م 2ى 
2 2 2 2 

و 25 40 2 0 2 34 
2-القطع ينتمي لمحور الصادات 7--0--00 8خ -0 


كتاب: اكتب المعادلة القياسية للقطع الزائد في الحالات التالية: - 


2-مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه على محور الصادات وطول محوره المرافق 20/2 واختلافه المركزى يساوى 3. 


الحل: - من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى الاختلاف المركزي المعلومة الثانية: -طول المحور المرافق 
0 دع 00 َء 2-2م 2م 2/2 -25 
010 6 د كت البؤرتان على محور الصادات .معطى 
هسه ربط بالمنقذ. 


54 + 2م د تع 


1[ ون 2 
ل ل تي 2 - 84 جب 2 2ن ح 2نيو9 
4 8 
2 2 2 2 
اد 4 د فا 0 ا 
القطع ينتمي لمحور الصادات 1 اح 0 7-2-2-8 
4 
ولقذ خلوث مع الحبيب وبيننا سر أرَقَ منَ النسيم» إذا سرّى 
وأباح طرفي نظرة أمّلتها فغدوث معروفاً وكنث منكرا 
فدهشث بينَ جماله وجلاله وغدا لسان الحالٍ عني مخبرا 
فأدز لحاظك في مَحاسن وَحْهه. تلْقَى جَمِيعَ الحُممْنِء فيه. مُصّوّرا 
لؤ أنّ كُلَ الحُمْنِ يكمُل صُورَة . ورآهكانَ مهللا ومكبّرا 
طٍِ 
يز 
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أسئلة الربط بين القطوع 
راح اشرح حالات ممكن يكون بيها القطع الناقص والمجهول وممكن الزائد هو المجهول 
الفكرة شنو؟ 
نعوف المجهول دائما ونروح للمعادلة المعلومة نطلع منها لو » لو ج لو 7 وننقلها الى القطع المجهول. 


الحالة الأولى مثلا يكول جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الناقص. يعني 
بؤرتا القطع الزائدحبؤرتا القطع الناقص 
اع بن )ا 





زائد تاقض 


قطع معادلته مجهولة 1 00 
2 16 25 


فصن 






ثم من المعلومة الثانية وقانون ميسي 
نحل السؤال ونجد المعادلة المجهولة 


الحالة الثانية مثلا يكول جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما راسا القطع الناقص. يعني 


ادم - زومر ا 
قطع معادلته مجهولة 1 دير 
لك كد شم 
1 16 25 
: 0 لجد ىر 0 
ثم من المعلومة الثانية وقانون ميسي 2 


نحل السؤال ونجد المعادلة المجهولة 


وهكذالو كال قطباه. 
الحالة الثالثة: - اذا مر القطع الزائد بنقطة بشرط تحتوي على صفر تتحول دائما الى راس فقط وفقط مو تنسى. 
واذا مر ببؤرة لقطع اخر شنو نسوي ؟ مثلا قطع زائد يمر او مار ببؤرتي القطع الناقص 
نجد بؤرتا القطع الناقص ونحولها الى راس للقطع الزائد. 
يعني 


زد ة) - تاقصل م 


ثم نكمل الخطوات مالت الحل. 


العمارة-ميسان 7 زالام © - :لطورعه |1 2 - :0ل 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 





1-د]: -جد معادلة القطع الزائد الذي بوّرتاه تنطبقان على بوّرتي القطع الناقص 120 -ح 2و5 + 31:2 
٠‏ 7 5 0 ُ 00 1 
والنسبه بين طول محوره الحقيقي والبعد عر ري 


الحل:- من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى: -من معادلة القطع الناقص لازم نسويها |[المعلومة الثانية: - 
قياسية ونطلع منها 0, ج مالات الناقص ثم منهم اطلع © . 1 6 1 20 
0 + 1210 -2ج5 + 3:2 0-2 2 26 
1 2 
1ح د ل_ ا 220 _- 0 
24 40 4 - 22 7 
فو يزخ _ ا ل ل ل سكت 
1 ع ح ل + ح )ع .يب . 5 
12 2ب ومن قانون ميسي الزائد 
القطع النافاص ينتمي لمحور السينات (مقام الاكبر) 2م + 2ن ع كع 
سس ل ل لت ست ست سم للد لد 12 - 4 16 -2م 54 + 4 - 16 
4- 2م 0 -ح 025 


موبطوه . 2 -2م 0 َ 4 - 32 
6 - 24 40 - 2« _ 2م - 2 لإاذن هسه نكتب معادلة الزائد المطلوبة 


4 - .. ع 
5 75 ا ناقص القطع الزائد ينتمى لمحور السينات 
هما نفسهما بؤرتا القطع الزائد. ١‏ د تي 2و تير 
ب 12 4 1 0 


بؤرتا القطع الزائد تنتمي الى السينات 

2م د2: -جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما راسا القطع الناقص 36 - 9172 + 2م والنسبة بين طول 
6ه جم 5 ع هو 1 

يي الا ا 


الحل :- من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى: -من معادلة القطع الناقص نطلع 2. المعلومة الثانية النسبة بين طول المحور الحقيقي للزائد 
6+ 36 - 972 + 2ج ا والبعد بين البؤرتين 
12 22 1 06 1 20 
3[ ل لج يجمه 2 6 2 م2 
0 2 م 2 2 
2 9 0 3 - 0 
6 > زقمر © 6 - 01 7 و عن عد ا 0 2 2 2 2 الى 223 هك الك اه ان ل اله اك م 
القطع الناقفص بؤرتاه يقع على محور السينات 2 ل 9 - 236 
هما نفسهما بؤرتا القطع الزائد سيني البؤرة 2 - 9 - 36 
6 - 2ح 6 ح ,ري |[ القطع الناقص ينتمي لمحور السينات 
0 2 1 0 2 
15 27 هو 2م 2م 
طِ 


العمارة-ميسان 7ع زمم 6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطوع المخروطية 


الفصل الثانى 





د1 .2017:-جد معادلة القطع الزائد الذي يمر ببؤرتي قطع ناقص معادلته :396 ح 11272 + 362 واحدى 


بؤرتيه بؤرة القطع المكافئ الذي بوؤرته د 
الحل :- 
المعلومة الأولى :-من معادلة القطع الناقص نطلع ح. 


361:2 + 11772 - 396 2 +6 

2 مر 

0 م 

11 6 

72-11 36 -2ن ‏ اساسا 
5 -36-11 -2م كع سدع 
5 > نقمر © 


القطع الناقص تقع بؤرتاه على محور الصادات 


القطع الزائد يمر ببؤرة الناقص يعني نحول بؤرة 
الناقص الى راس للزائد. 
02-6 6 ...هو 
البؤرتان تنتمي الى الصادات 
4 - 2 5 - 2ن 


0 


البؤرتان تنتمي لمحور الصادات - 


- 40 - 25 - 4 


18 تلاس : 5 


تفع على محور الصادات ويمر دليله بالنقطة (7 ب4) . 
من المعلومات المعطاة في السؤال 


المعلومة الثانية: - 
القطع المكافيء بؤرته على الصادات 
اذن دليل القطع المكافيء هو 

7-م 
الدليل ينتمى لمحور الصادات الموجب 
اذن البؤرة تنتمي للصادات السالب 


7-ر 


بؤرة القطع المكافئ (7-,2)0/, ج رم- ,0) / 
بؤرتا القطع الزائد تبؤرة القطع المكافيء 
مكافيء 0/ ون © 
409 ح- 0 6-7 


القطع الزائد ينتمي لمحور الصادات. 


2 جب 5( + 25 - 49 
2 2 2 


25 


.. ع 2 
9 تتاب :-جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي قطع ناقص معادلته 1 - - ب _ ويمس دليل القطع 


المكافيء 0 - 12317 + 22 


الحل: - 
المعلومة الاولى: - من معادلة القطع الناقص نطلع ©. 


من المعلومات المعطاة في السؤال 


المعلومة الثانية :-من معادلة القطع المكافيء الذي بؤرته 


1 2 |اتنتمي لمحور الصادات السالب نجد م . 


- [1 


الت كت 2 
ٍ 2 - 
25 هو 0 
ينتمي لمحور السينات (مقام الاكبر) 17 ح 2 
9 -2م 5 -2م لد 8 6 ا 
هسه نطلع »ع من المنقذ مالت الناقص دير بالك ترى جاي :3 ينثمي نا الصادات الموجب (عكس البؤرة 
نحجى احنا بالناقص 7 دب 
6 - 25-9 - 0 > "© إ[اذن نقطة التماس بين دليلٌ القطه؟ المكافيء والقطع الزائد 
5 ا .2 ع (0)0,3 
مرضي يزرح القع االواندر نقطة التماس تمثل راس للزائد دائما. 
ناقص © 0 زائد) 09 جح 0 3 - 00 
6 2م ١‏ 4 دع 
البؤرتان تنتمي الى الصادات 
كل ١‏ 
لكك 
العمارة-ميسان 7ع زمام © - :ماوععءاء1 2 - :0 ال 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 





27ر1 9 ع كم 55-7 هبه 5ط + 9 ح 16 
2 2 2 2 
البؤرتان تنتمي لمحور الصادات 2-222 2-1 


4-د1-كتاب :-قطع زائك طول محوره | لحقيفي 6وحدات واحدى بورتيه هي بورة القطع المكافيء الذي رأسه 
ا ار الك (2:5- 12511 جد معادلتي القطع المكافيء الذي راسه نقطة الأصل والزائد 
الذي مركزه نقطة الأصل. 

الحل* - من المعلومات المعطاة في السؤال 


المعلومة الاولى: - طول المحور الحقيقي المعلومة الثانية: - قيمة 2-1 ثابتة لم تتغير 
9 -2م 6‏ 6004-3 20-6 اذن القطع المكافيء متناظر حول محور السينات الموجب 


مططيرييي 1-0 [اذن البؤرة تقع على السينات الموجب. نكتب المعادلة 
ننقل بؤرة المكافيء ونسويها بؤرة القطع الزائد ونعوض وحدة من النقاط حتى نطلع قيمة م 


865 -2م (1,21/5) تنتمي للقطع المكافيء تحقق معادلته. 


2 
5 -<م ج بر4 - 20 + 1 .م4 - (20/5) 
هسه نرجع نعوض م في المعادلة. لان مطلوب همينا 
معادلة القطع المكافيء 
١ 201‏ 52 |4 - 24ب جه برورك4 - كر 
ناخد بؤرة القطع المكافيء 
5 1 مكافيء 0/ - زائد © 


وهي نفسها بؤرة القطع الزائد . 


وهما ينتميان لمحور السينات 
هسه نربط بين المعلومتين عن طريق المنقد . 





4 + 2م د كع 
6 - 9 25 -5ث جيهب 05 + 9 - 25 


2 2 2 


د 


اي 
4ب 


31-3: -جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما بؤرتا القطع الزائهد 12 - 3172 - 22 والنسبة بين طولي 


محوريه ” 
3 
من المعلومات المعطاة في السؤال 
المعلومة الاولى: - اقسر © > زائر© المعلومة الثانية النسبة بين طولي محوري الناقص 
من الزائد نطلع ©. اهن 25 
القطع الزائد ينتمي لمحور السينات (لأنه موجب) 3 م . 0 2 
2 + 12 -32 دتشيو 222 اك ” م -ح دن 
2 2 9 3 
6 
طِ ب 72 >* الأ 21> 1ةةة “9 ةل ةجححإاء# 0 
وه 4 12 2 - 2ن ع كع 


العمارة-ميسان 7ع زمم م6 6 - :مروععءاء1 2 - :0ل 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 











2 2 25 
4 - >2ر 2-2 “يوت عب ع توحيد بالمقص ‏ 2625م - 
هسه نطلع ع من المنقذ مالت الزائد 0-6 : 7 9 0 
6 - 4 د12 - 2ط !+ 2ن ح- تمع قا سل ا 11 
4 دع 9 9 
بؤرتا القطع الزائد الذي ينكمي لمخون السينات َ -1 ياي ا - 16 
هما نفسهما بؤرتا القطع الناقص. 9 9 
6 ح- ثم 4 دع ناقصدنة 5-2 ورع 2-9م 
1 م 0 2 
القطع الناقص بن” السيناء” ل ص تق 
لقطع فص ينتمي لمحور بنات 1 ص 1 1 تم 
الحالة الرابعة 


اذا ذكر في السؤال (قطعان زائد وناقفص كل منهما يمر ببؤرة الاخر 
القطع الزائد ببؤرة القطع الناقص )2 شنو يعني ؟ 





راسا القطع الزائد (يمر) ح بؤرتا القطع الناقص زاند أ - ناقص © 
بؤرتا القطع الزائه حراساالقطع الناقص 5 
والحل بسيط جدا 


تروح لمعادلة القطع المعطاة بالسؤال تطلع منها », ه 
7 تحول ذن المعلومتين الى القطع المجهول بس تكلبهن بالعكس حسب القانون أعلاه. 


23-5-:-قطعان زائد وناقص كل منهما يمر ببؤرتي الاخر جد معادلة القطع الزائد اذا علمت ان معادلة القطع 


بي 2 2 ٠ه‏ «» 
الناقص 1 - > + حش ومحوراهما منطبقان على المحاور الاحدائية. 


من معادلة القطع الناقص لازم نسويها قياسية ونطلع منها م, ج مالات الناقص ثم منهم اطلع © . 
القطع الناقص ينتمي لمحور السبنات (مقام الاكبر) 


ا ىف“ 
+41 بة 4ح 
9 25 
72-9 5 - 02 سس سس 
هسه نطلع ع من ميسي 
5 جح 0 4 - 0 ©.. 6 - 25-9 -52- 2ن -2ع 


له بالنسبة للقطع الزائد 


العمارة-ميسان 7ع زمم م 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 





4 - رن 0 فد 
72-9 9 - 25-16 -2[ 4 + 16 - 25 4 + 2م ح كع 
البؤر تان تنتمي الى السينات. 
تن تي 2و تير 
”7 01 2م 2ى 
وه 16 6 0 


.. 2 2 
2-5-:-جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما راسا القطع الناقص 1 - 0 1 0 والمار ببؤرتي القطع 


من معادلة ق ن نطلع منها م, ج مالات الناقص ثم منهم اطلع © .القطع الناقص ينتمي لمحور السينات (مقام الاكبر ). 


ا 2 
64 100 
4 - 72 0 -ح 02 لت ست ست ست ست ست ست ست ست ست لس 
نجدع للناقص 
00 تح نوم 6 6 نوم 6 * 100-64-6 - 52 - 2م د تع 
القطع الناقص بوؤرتاه الذي تنتمي لمحور السينات 
بالنسبة للقطع الزائد 
6 ح رن 6ه 10 وى © .. 
4 - 2م 4 - 36 - 100 - 2م 2 + 36 - 100 72 + 2م عدت 
البؤرتان تنتمي الى السينات ايضا. 
1 مر 1 م2 
ل ل ا 1[ 2 2ل 
64 100 6 >0 


الحياة المليئة بالأخطاء أكثر نفعاً وجدارة بالاحترام من حياة فارغة من أي عمل. 


"برناردشو" 
قرّب خطاك فإنّني مشتاق عندي الحنين وعندك الإشفاق ! 
طٍِ 
00 


العمارة-ميسان 7م زمم 6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطوع المخروطية الفصل الثانى ظ م. أمجد سلمان 


4- 2016د1: -جد معادلة القطع الزائد والناقص كل منهما يمر ببؤرتي القطع الاخر وكلاهما تقعان على المحور 
السيني وطول المحور الكبير يساوي 61/2 وحدة طول وطول المحور الحقيقي 6 وحدة طول. 


كل منهما يمر ببؤرة الاخر 


بور تا القطع الناقفخص على السينات بور تا القطع الزائد على السيبنات 
معلومة السؤال الاولى تخص القطع الناقص معلومة السؤال الثانية تخص القطع الزائد 
طول المحور الكبير طول المحور الحقيقي 
2 - 206 6 - 20 
8 - 2م 2 د هوه 9 - ثم 3 > رن © 
2-9 3 > وو © : 8 -2عم 2 ح ونع . 
من المنقد من المنقذ(ميسي) 
2 2و2 2 + 2م دقع 
7- 18 - و 7 - 9 - 18 
9 - 9 18 -2 9 - 18-9 -25ط 
البؤرتان تنتمي الى السينات. البؤر تان تنتمي الى السينات. 
2 2 2 2 2 2 2 
و 2 و سوه و مه 
9و 187 ا 7و0 و9 2-0-3 
9ه 18 ر 0 9 9 .و 0 


9م-د]: -جد معادلة القطع الناقص الذي يمر ببؤرتي القطع الزائد 14.4 - 163:2 - 92 و يقطع من محور 
السينات جزءا طوله 12 وحدة. 


من المعلومات المعطاة في السؤال 


المعلومة الاولى :-من الزائد نجد © . المعلومة الثانية الجزء المقطوع يمثل طول محور كبير. 
القطع الزائد ينتمي لمحور السينات (لآنه موجب) 6 - 3ج 2 - 2 
4 + 144 - 162 - تيرو 1----36 -2م 
1 2 مادام جح ظهرت اكبر من ( ادن الاحتمال صحيح ونكمل 
1 - - - -- و#والحل. ولو طالع اقل اخذ الاحتمال الثاني. 
و- 2م 6 - 2ن 9 16 اذن المعادلة 
- 2 ---- [البؤرتان تنه الصادا” 
ساطنء لبؤرتان تنتمي لمحور ت 
ظ ل 2 ديم 2 
5 -ح 9 + 16 ع “ط + “كمد ف ً 2 
. 5ع م 1 2 ج79 
ق ن يمر ببؤرتي ق ز. فعدنا احتمالين. ْ 0 0 
الاحتمال الاول بؤرتا الزائد >تقطبا الناقص لأنه يمر بهما 4ت 0 .3" 
على السينات 5  545-‏ 5-[م 36 25 


0 البؤرتان تنتمي لمحور الصادات لان القطبان على السينات 


ببس كك 


العمارة-ميسان 7ع زمم م 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 





إيجاد المجاهيلء!, 5 
نطبق ملاحظات الحالة الأولى والثانية راجع صفحة 30. 





7--1-:-قطع زائد معادلته 90 - 2جوع/ - 7022 طول محوره الحقيقي 61/2 وحدة طول. وبؤرتاه تنطبقان 
على بؤرتي القطع الناقفخص الذي معادلته 576 - 1 ل 2م02 جد قيم +[ ع 1 1 


هذا السؤال على موضوع ايجاد قيم »ا, ١‏ وعندي اثنينهم مجهولين يعني الحالة الثانية 8 . راجع الخطوات . 


المعلومة الاولى :- من الناقص لازم نسويها قياسية ونطلع منها . 6 + 576 - 16772 + 2يرو 
#و م 
36 64 


7 - 7/28 دع 8 - 55-64-36 - 2ج د نع 
بؤرتا القطع الناقخص على السينات 
اذن بؤرتا الزائد 
8 -2م 27/7 دع 
ق ز ينتمي لمحور السينات لان البؤرتان تنتمي الى السينات 
المعلومة الثانية طول المحور الحقيقي ‏ 18 2م 310/2 م60 ١‏ 67/2 - 20 
هسه نربط عن طريق المنقذ 
0 - 74 18 -28 - 5ط 7 + 18 - 28 4م + 2م ع كع 
هسه نروح نسوي المعادلة قياسية مالت الزائد. 


2 2 
1 --2_9*ة موب 0 ح تنو - يرول 


2 
بما ان القطع ينتمي للسينات 1 2د 0-0 


ا 
0 


قداد 
© 


نقارن ونجد المجاهيل 
90 كا ]11 90 كا ]11 90 
كحك 8 للد 2 - تن 


5 


90 كا ]11 90 كا ]11 36 


1 


العمارة-ميسان 7ع زمم ث6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطوع المخروطية 


5 تمهيدي-:-قطع زائد معادلتكه - 11م 3 65[1 
احدى بؤرنيه هي بورة القطع المكافيء 


الذي معادلته 0 - 2ر5/. - :4 جد قيم راع ع/ 


الفصل الثانى 


الحل: - هاي حالة م لان مجهول واحد هو ! 
1-من معادلة القطع المكافيء نبسطها. 


5 جه بره ح 7/522 

حدمت 4ن 
0/8 

4017 ح كير 
1 © ك4 وى 
- م دم 


البؤرة تنتمي لمحور الصادات الموجب 
هي نفسها بوؤرة القطع الزائد. 
1 


2 1 
دح كحم وقاع 
5 5/. 
2- البؤرتان تنتمي الى الصادات. 
3- هسه نسوي المعادلة قياسية 
301 1 ح 2ر4 - 2ر5 
معو غبر 42 2بر5 
للصادات 1 - _ دكت -2-- 2 
1007 42 303705 ج# د م 
1 / 
4 5 
- ثكم خيحو كه 
/ 1 
ومن المنقد 
4 + 2م ح تع 
0م ء 4" 
4 ؟ 5 ” 5 
51 +دع41 - 4 
0 ح 4 
4 
دح عع/ 
9 
العمارة-ميسان 


7ع 60 - اللوععع1ا1 


م. أمجد سلمان 


7-د1-:-قطع زائد معادلته 3 ح #روع/ - 22 
احدى بؤوؤرتيه هي بؤرة القطع المكافيء 


الذي معادلته 0 - 8 + 5ب جد قيم + ع ع/ 


1-من معادلة القطع المكافيء لازم نبسطها. 


2- ح كرو 
دم4- - “بر 
2 - 17 4 ب 8- - 47 دا لادب 
بؤرة القطع المكافيء تنتمي لمحور السينات السالب 
هي نفسها بؤرة القطع الزائد 
4 - ثم 2حع 


2-القطع ينتمي لمحور السينات. 
3- هسه نساوي المعادلة قياسية 


3 3 -ح رو[ د شير 


50000 5 د وى 
0 ن القطع سيني 32003 

و 

3 
27م 3 - 2ن 
ومن المنقد 

4م + 2م دح تع 

3 
+ قق ح 4 
3و 4 

0# 
3 ح-ع/ 1-3 
_ 3 


2 --:0 الا 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 





اسئلة القطوع المخروطية والى ما محدد بيها نوع ال 





لازم بالبداية نعرف نوع القطع. 


اذا انطى اختلاف مركزي فهذا القطع لو ناقص لو زائد. وإذا الاختلاف المركزي أكبر من واحد فهو زائد وإذا 
اقل من واحد فهو ناقص. 

من مقارنة قيم (ع, ط, 3) بالزائد © هو الاكبر من الكل . وبالناقص ‏ هو الاكبر. واذا انطى نسبة بين محاور 
او بين جح وء او ج و ط بهاي القيم كلها نشوف منو الاكبر والتحديد يكون بالمقارنة . 


4-:1: -جد معادلة القطع المخروطي الذي محوراه هما المحورين الاحداثيين واحدى بؤرتيه (5,0-)/ واحد 


راسيه (17)3,0 
الحل بما ان البؤرتان اكبر من الراسان 3 ح © < 5 ح ع اذن القطع هو قطع زائد . 
المعلومة الأولى المعلومة الثانية 


5 -ث2م | 5حعم 9 - 604 (3-م 
البؤرتان على محور السينات . 
54 + 2م د تع 


6 - 12 9 - 2ن 6 - 9 25 -2ث بيب 5[ + 9 - 25 
0 م 0 2 
ال 89 السيناث تل لال المتل 9001 للد 
لقطع ينتمي لمحور السينات 1 6 2 0 0 2م 2م 
7-د:1: -جد معادلة القطع المخروطي الذي محوراه هما المحورين الاحداثيين واختلافه المركزي 3 ويمر بالنقطة 


00,2( 


الحل - بما ان الاختلاف المركزي اكبر من واحد فالقطع المخروطي هو قطع زائد. 


المعلومة الاختلاف المركزي المعلومة الثانية: - القطع الزائد يمر بالنقطة (0,2) 
مدع 0 اتجاطاق ‏ فهي تمثل راس القطع الزائد (دائما) 
0 0 الراسان (2-,1772)0 (7100,2 


4 - 2م 2 - © 
(1) ىج 0 د الع 4 1110000 
94-6 -كع البؤرتان تنتمي لمحور الصادات لان الراسان على محور 


الصادات .معطى 


آ هسه نربط بالمنقذى 


4م + 2م د كع 


2 2[ 4 - 2ح 2 - 4 -36 - 2ح يب 4ط +4 - 36 

و 2 2 2 

إلى ٠‏ 96" 4 90 4 
آلا القطع ينتمى لمحو الصادا” الح سيد لشم لل مودت ات | جد 
ني] 0 5 31 1 32 4 1 2م 2ح 


بل كك 


العمارة-ميسان 7ع زمم 6 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


3-7 قطع مكافئ معادلته .و37 - :10 - 2ج ومعادلة دليله 27 ح :در جد قيمة »| ومعادلة 
القطع الزائد الذي بؤرته بؤرة القطع المكافيء وطول محوره المرافق وحدتا طول . 





توضيح: - ما نكدر نلحدد اتجاه القطع المكافيء لان قيمة ٠‏ مجهولة ولا نستطيع تحديدها هل موجب ام سالب 
والحل هو ان نفرض الاتجاه فرض ونجد قيمة »| ونتأكد من إشارة م اذا ظهرت موجب فالفرض صحيح والعكس بالعكس. 
1-الاحتمال الأول: -بؤرة القطع المكافيء تنتمي لمحور الصادات السالب والدليل موجب. 


31 -10) ح شع 














رم4- د نع 
(1) 0 د 0 5 يب 10-3 - و4 0008 
الدليل ينتمي لمحور الصادات الموجب 
21 ع رو 
2 حم جيجه [م - لا 
نساوي المعادلتين 
0 ع3 مزق + 10- ع8 د يرج 
عوض في معادلة 2. 2 -<عز 0 ح ع5 
تهمل الفرض خطا نمسح الحل ونعيد من جديد لآنها سالب 4 22-2 - 7 
2-البؤرة تقع الصادات الموجب والدليل مع السالب. 3# -10) ح تع 
407 دح كع 
(1) 7 - 1 بيب 3# -10 - 4 2 
الدليل ينتمي لمحور الصادات السالب 2 ح بو 
(2) - - 2- حم 21 ح و مجه جه جه «و- - ل 
نساوي المعادلتين 
0 -عز3 +خ8- جه 10-3 -8- د يرج _ 
2- -ح-عع/ جه 10 حد5#- 
عوض في معادلة 2. (الحل صح ) 2-2-4 مر 
بؤرة القطع المكافيء هي (0,4) زر 


العمارة-ميسان 7 زطام © - الطورعهاع1 2 - :0ل 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 





بؤرتا القطع الزائد تنتمي لمحور الصادات 
طول المحور المرافق 1 -2م م 2 - 2 

5 - 02 1 +2 -16 “5 + كم د أ 
معادلة القطع الزائد هي 


ايجاد معادلة القطع الزائد باستخدام التعريف 
تطلع البؤرتان او هو ينطيكياها. 
+ نطلع طول المحور الحقيقي> 2 او ينطيه بالسؤال. 
+* نفرض نقطة (2,17 )7 تنتمي للقطع الزائد . 4-نكتب قانون تعريف القطع الزائد ©2 ح |2/م7 - 7621| 
* نطبق قانون البعد بين نقطتين بين 7/1 وثم بين 7/22 ثم نعوض بالقانون ونبسط ونجد الناتج 


- |02 + سن + 02 ع مول - 02 + بن + 02 + ىلا 


كتاب :- جد باستخدام التعريف معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه (0 ,21/2-)2/ (1)21/2,0/ والقيمة المطلقة 
للفرق بين بعدى اية نقطة عن بؤرتيه تساوى 4 وحدات ومركزه نقطة الأصل . 





الحل: - ملاحظات مهمة ديربالك عليها 


القيمة المطلقة للفرق بين بعدي أي نقطة عن بؤرتيه ح-طول المحور الحقيقي-23 
عند رفع القيمة المطلقة يجب وضع + للطرف الثاني. 


البؤرتان تنتمي للسينات (21/2,0-)2/ (1)2:17/2,0/ 
طول المحور الحقيقي-العدد الثابت-ج 4-2 معطى في السؤال. 


نفرض (لإ, «)م تنتمي للقطع الزائد . ومن تعريف القطع الزائد ©2 - |2م/7 -7/1| ومن قانون البعد بين نقطتين 


111 101 - 


20 
4 - |0(2 - بن + 20/2(2 + )| + 0(2 بن + 2:/2(2 -عر) | 


بالتربيع شرج 2/22 )| +14 - ر+ 2/22 -م)ا 
ضوح 27/2(2 + هم + تبرج “(20/2 +ع )|8 + 16 - تبرج 20/2(2 -ع) 


2 
4 بالاختصار ‏ 4/2172 + 2ير + 2و + (2:/2 + عد )| + 16 ح تنو + 8 + :4/2 - قير 


كك 








العمارة-ميسان 7ع زمم م 6 - :مروععءاء1 2 - :0 


القطوع المخروطية الفصل الثانى 


4/2 + تبر + (207/2 + )| 8 + 16 -:4./2- 
8ج 2 #بر+ (272 + »)| 8+ - 16 -+8/2- 
بتربيع الطرفين ١‏ #بر+ (20/2 + )+ - 2 + ل 


2 
تر + (210/2 + عد) - 4 + عو 4/2 + 22:2 





نختصر و ننقل ‏ 72[ + 8 + 6 2/ي4ه + 2ير - 4 د مز 4/2 + 22:2 
4 -8 ح ثشيرو - ير 21:6 
4 + 4ح تيبر شير 

2ه 2 


4 #4 


حشر مع الخرفان عيد! 

قلت ما هذا الكلام؟! 

إن أعوام الأسى ولتء وهذا خير عام 
إنه عام السلام. 

عفط الكائن في لحيته.. قال: بليد. 
قلت: من أنت؟! 

وماذا يا ترى مني تريد؟! 


قال: لا شيء بتاتاً .. إنني العام الجديد! 


ال 
بن احمد مطر, 


١‏ : بي حم حص ١‏ 1 0 بسي 
7/ | ل ال 7 ل تح | | ٍ ا 0 4 / 8 ل | سه | 0 2 ١ ٠. ١‏ | 5 
موص اا او 7 968 هه 










السادس العلمي ‏ أحيائي 


الرياضيات 
القاشل. . 


/ 


مت 


3 1ه 
م 
9 

23 


شرح مفصل للمادة - حلول التمارين - أسئلة وزارية - أسئلة إثرائية متنوعة 
طبعمَ جهريردة ومنقحم وفك اممو المريت 





>22 


تطبيقات التفاضل 


السادس الاحيائي-السادس التطبيقي 


أ. امجد سلمان 
ميسان-_-العمارة 
رابط قناتي الخاصة على التلغرام :7:571112111©) 








توزيع درجات هذا الفصل حدددب مواضيعه وزاريا 
طبعا الفصل الأهم في كل الرياضيات 
يأتي عليه وزاريا 4090 وبواقع أربعة افرع . 


3090 المشتقات العليا أهميته وزاريا‎ -١ 
1009 ؟- المعدلات المرتبطة بالزمن أهميته وزاريا‎ 
209 مبرهنة رول أهميته وزاريا‎ -'' 


أهميته وزاريا 209 





غ- مبرهنة الق 


0- إينجاد الثوابت -المجاهيل فن زول أهميته وزاريا 509 





1- التقريب اونتيجة القيمة المتوسظة أهميته وزاريا 809 








'- النهايات والتزايد والتناقص 7 7 «يأتي وزاريا لكن مهم للمواضيع التي تاتي بعده 

/- الانقلاب والتقعر والتحدب لا يأتي وزاريا لحن مهم المواضيع التي تاتي بعده 

- استخدام اختبارالمشتقة الثانية لمعرفة نوع النهايات .لا يأتي وزاريا لكز مهم للمؤاضيع التي تاتي بعده 
- إيجاد الثوابت في النهايات والانقلاب ٠"‏ اهميته وزاريا 709 
١١-رسم‏ الدوال ٠‏ أشميتةؤزاريا 3036١‏ 
١١-التطبيقات‏ على النهايات العظمى والصغرى ! أهميته وزاريا 10096١‏ 


تم شرح المواضيع بطريقة الحالات حيث قمت بتقسيم الموضوع الى عدة حالات حسب طريقة يقة الحل ونوع السؤال لكي 
يتمكن الطالب من حل المواضيع بنفس هذا النمط ولكي لا تختلط عليه الأسئلة 


واعتذرجدا مقدما عما سيرد من أخطاء طباعية , فانا أقوم بالطباعة و بسرعة بالإضافة الى انشغالي بالتدريس لذلك 
الأخطاء واردة وجل من لا يخطا 


أتمنى من الطلبة في حالة العثور على خطا طباعي تبليغي لكي يتم تم تنقيح الطبعة 


2 :122 7ع :للواعءاء 1 2----3030 21515 2 * 1/1 





الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 
60كة _ 49 


يرمزللدالة بالرموزالمعتادة وهي (<)/ - 7 كما يرمز للمشتقة بالرموزالتالية (<) "م - 2 





سوف نقوم بشرح المشتقات التي تعلمها الطالب في دراسته السابقة-الخامس علمي -. 
مراجعةلطرقالاشتقاق 
هم ملحوظة: - اذا الاس فوك« عبارة عن كسر. 





١-مشتقة‏ الثابت (الرقم بدون «) >0 0 نطرح واحد, لازم نوحد مقامات بالمقص 
كذا. بس اكو طريقة سريعة نستخدمها أفضل 
01 مقام-بسط 
0 5 - (2)/ - بر مقام ور الاس ح “بز 
م تارك 3 - 2)/ - : 
-آ 01 - لل 2 0 
ار 3 - مدر لل 5" 
0 ع (ت) 'ر زدكىة ١‏ - )م - بو 2 2 
1 ال الاك تاف لاك للتاكة التااة الاك تاف تلاك تاك التالاة تاف تتاف تتاف لكك تاف تتاف تتاف لتك لتك لت لتكت لتكت 
0 > ار 3 + 2 - (2)] - ا 1 
0 3 23 ح نوق 
ع دعصم - 2 1 1-3 1 
01 1 3- -ح 3 سح رو 
3 3 
المشتيه را مدر مر فوع لان عدد ندم 5 
0 1 5 _ ك5 5 _, 
ا اسك 
5-_- 
5 8 غط ح رق 
0 1 3 5 58 5 
4ر5 - 55-1 0 كر - (د) زر 2ح 8 بو د بر 
3 - م 1ع - (*)/ | قصاصة:_اذا منطيك جذرما يصير تشتق لازم 
--------------- | [إقتخلصكر وجيب 
اس ديل 
9م - -- 8927-8-1 2 )"1 0 مر ح- 7ق دليلم1 - - اشرير 
بعدين نشتق حسب الاس الكسري 
ا ل 3 5# 2017 ا م ١‏ يا 0 1 ح 1/02 - 
ملحوظة: -اذا» بالمقام صعدها وغير اشارة الاس مالتها ا ع هه 
بعدين يالله تشتقها. در 
1 3 3 
5 - () ر 00د 47م << 
* +« - 2 / 25 - 7د - 1 
3 2 01 3- 0 0-5 رايس 
كرسداحودد كع 5 للدم كك 5 لل داح ,1 
037 يرل 0 ار 
سس | 0-0 
1 2- حص - لا 
3 6 6-7 6- 
7 ماح 858 عمو دا -” 
2 2 2 2 1 


يس 


2 :1200 7 »ع1 60 :لطوناعءاء1 02 00# 





"'-مشتقة ('7ه) حيث 3 ثابت ١‏ نتبع 


11-1 0 
0.13١ |‏ ج- 0 
“د4 - (2) زر 
7 
24 - 2025-1 22 
01 
يرو ح (منر) زر 
74-- ح نأو 
جا اسار ل 
م - (2) / 
تحااك 2-3 7 2 
58 - 2-23 
7 حتحس ف 
#0000000000 سور 0 
7< 
, 
جحي ف 
00 


أ[ 6ه ووهه 
1 4 , 
عك كلت _ 
23 0/2 3 
3 ل2 
2 # د ح 
12 
3- 
قاعدة مهمة 
| ليم كاضر 1 ح رو 
يعني الرقم يبقى فقط ومشتقة <« -1. 
9 ح ابو :92 ح رو 
1 - 1 “د - 1 


1200: 02 


4م15 ح نبو 


ا-شوف مايصير تشتق وعندك جذر لازم بالبداية الجذر 


٠. 
© © ٠ »© 


تحوله الى اس كسري وبعدين تشستق. 
؟-الرقم اذا ما موجودة يمه مشتقته -صفر مهما كانت 


فيمنه ونوعه. 


اما اذايمه او قوس فيه<لا تتحارش بالرقم ابدا من 


-إذا لكيت< بالمقام صعدها وبعدها اشتق 
وتكدر بعد الاشتقاق ترجعها الى المقام. 


ا الشراه 


تسمى الخصومة التي حدثت لثلاثين سنة بين العالم 
الإنكليزي السير إسحاق نيوتن والآلماني غوتفريد ليبنتز 
حول اسبقية اكتشاف التفاضل والتكامل بالخصومة 
العظيمة. ابتكر نيوتن التفاضل عندما كان شابا ولم 


يقم بنشر يحوثه وبعد 8 سنوات نشر العالم الألماني 
ليبنتز بحوثه عن التفاضل والتكامل ,انتبه السير 
إسحاق نيوتن للبحوث وقال انه كتب سابقا عن هذا 


ا 
محاولهم حل مواضر للجربان والمتفلآرات فتحاكما 


ولم تنتري آلا بعد موتهما حيث اقر المجلس العلمي 

اعتبار ان التفاضل والتكامل هو من اختراعهما معا. 

كتب نيوتن عن التكامل والتفاضل والنهايات وطورها 
اكثر ليبنتز و نحن الان نستخدم الرموز التي 


17 0 :للومعءاع1 


استخدمها العالم الآلماني ليبنتز. 


00-2« طظه2 1*2 





2 4 
6-9 + يزلا - سح ل 1/2 + ع - 9ر4 + تبرق + كير - قير د بر 
10 2 
نبسط السؤال وما نكتب المشتقة الا لما نتخلص من الكسور ومن الجذوربحيث تصير بس اسس.. الاعداد اذا بالمقام تبقى واذا عليها 
جذريبقى الجذر عليها لا تبسطه بس المتغير لازم يتببسط. 


1 1 1 
62-9 + غير -2عر 2 + قر 2/آ + 2ر4 - 9دير4 + قير3 + شير - قير ح بو 


هسه نشتق .حسب طريقة الاس ينزل ونطرح منه واحد . 


3 1 3 5 1 
6 + 2-24 بر 3ي# 2 + 3 عرق + 36619 - شرو + تيرك - ثير5 كت 1 


م4 + 3دير5 + 324 - 6نعر4 - رو 


2-3 4م152 - 3ر12 - 5ع24 - بو 





 )2- 2(‏ 3(5 +22 - ثج) 4ح بر 14 + 22 - 222) - بر 


شتقة داخل القوس ج77 1 
(2 - ثد4) 27 - 25 6- - بر 6 (م2 - #شع) - بر 
مشتقة داخل القوس نفسها 4 
ا 3 3 
)2 17 2ه 1 0 1 - 222) ح رن 
مشتقة داخل القوس نفسها 27 
اذا طلعت مشتقة داحلا الماش ]قا وعد قدمهن بالك" 

-1 -1 

13 )ع - ح “بو 14--2جر) م2 -ح “ابو 
0 ً 59 3 


آي 
٠+0 ©‏ 


هدديه نشدتق. 


ح4© 


2 :1320012 7 ع 610 0 :لزوعععءاء 1 #702 0/0 


الفصل الناك-تَطبيعَات الففاضل 


-3 

(2مر دعجت) 3(4 +1لر ش2ع) 

لتتجيميببيي اتتببل7777 ب دالبب ا 2ب يتاب 
28 تقة داخا الة ٠و ٠»‏ أ( 





1 
ح “بر 3(4 +1 #2 ته د نر 


"-مشتقة حاصل ضرب دالتين >الأولى كماهي تنزل >امشتقة الثانية + الثانية كما هي >امشتقة الثانية 
اذالكيت (قوس. قوس) ( متغير. قوس ) (قوس. جذر) (متغير. جذر) هاي مشتقة ضرب دالتين. 
3 - 2مر) . دمر4 ح رو 


مشتقة داخل القوس نفسها 5 


8 3 22ر) + (22-2) 22(2 - 423 - 0 
مشتقة الاولى الثانية مشتقة الدالة الثانية الاولى 


مايصير اتركها هيج لازم ارتبها بحيث شكو رقم. واأقدمها. 
3 - 2بر)بر8 + (2 -ع2) 203 - شير) 1222 ح “نبو 





عا متكير 
5200 1 
1 مشتقة داخل القوس 7 1 
د63 3(مم4 - 22 + (4 -ع2) 3(م4 - 2جع) 1 قير د ابر 
مشتقة الاولى 2 الثانية تتح جتحت راي 


مشتقة الدالة الثانية 


نرئب 
1 2- 7 
3 - غير ) 633:9 + (4 - مر2) 3 (42 - 230 ع ارو 
(3()22-2 + 1222) - بر 
(2 -:24:)2 + (3 + *2)1224 - :24 (2 - 22) + 2 (3 + 12+2) - نر 
مسائل ا لملينيوم 
هل تود الحصول على مليون دولار؟ بإمكانك ذلك ! طرح معبد كلاي للرياضيات في جامعة كامبردج في بريطانيا سبعة 
معضلات رياضية مستعصية على الحل من قبل علماء الرياضيات ومن يستطيع حل واحدة من هذه المعضلات فانه يمنح 
مليون دولار وهي: - 
١-حدسية‏ يانغ-ميلز المسماة فجوة الكتلة. 2-فرضية هودج للأسطح الملساء 3. معادلات نافييه-ستوكس لحركة 
الموائع.. 4-حدسية بيرخ-داير 5-حدسية 5لا-لاا! في المعلوماتية الحاسبات 6-حدسية بوانكاريه (تم حلها). 
7- اعظمين على الاطلاق حدسية ريمان لتوزيع الاعداد الأولية. 


2 


2 :12200 7 ع 0610© :لزوععءاء 1 2 00# 


الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل 





- مشتقة قسمة دالتين 
[(مشتقة المقام) (البسط نفسه)] - (مشتقة البسط) (المقام نفسه) _ لاك 





1الرة 0 
العقام) 
مشتقة المقام البسط مشتقةالبسط المقام 
1 (2-1»)- (1) (2+1 , 2-1 0 
72 + مم لا 1 دس كل 
2 2+1 2+1 ر, 
012 لي 120 سم كل 
مشتقة المقام البسدط مشتقة الببسط المقام 
(م2) (22- 282 (62+3] خه ]ى , 1ت ]ا 
7 + 2:) 8 4 028 كل 
مشتقة داخل القوس نفسه 
مومه 15 تير 2و2 هوم + قيوج * 2 58 
2 ل 2ع) |3 2ع 2 3(2 +22) 302 ل 
مشتقة المقام البسط مشتقة البسط المقام 
2-202 41+ 2جم20- م412 + 22 5 - (0(2) 2+42م) , 00 
جد 02 2 7ل 


3 ل 2ى) 0 44 +2 0202 4 + 2ب) 


حالة خاصة تستخدم للجذر التربيعى فقط وفقط ومقبولة بالحل في منهج الكتاب . 
لتك له ا 0 دالة معينة|) - تر 
الجذر نفسه/. »ا 2 ١‏ 


3 - 17/22 »عه 2 
2 4 
' 42 - 1/1 - بو 


يتميز الشعب العربي بكثرة شعراءه. فهو شعب لا عقلي لا علمي وانما شعب قائم تاريخه على المدح والهجاء والتخيل والاحلام. 
لغز 
اشترى علي سيارة ب10 مليون وباعها ب 12 مليون دينار ثم رجع واشتراها ب 15 مليون دينار وباعها بعد ذلك ب16 


6 مليون. فهل ربح علي ام خسر وكم ربح او خسر؟ 
0553030-02 م 
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ا الفجل الئاك-تَطسمَات التفاضل جد 


ثتقات الد 1 / زلدّنة 


<< تطبق عندما تكون الدالة المثلثية ذات اس -ا 
غير مضروبة بمتغيراو مقسومة على متغير. بحيث اذا مضروبة بمتغير نعاملها معاملة ضرب دالتين واذا مقسومة على قوس 
او متغير نعتبرها قفسمة دالتين. 


<< غير مضروبة او مقسومة على دالة مثلثية واذا مضروبة او مقسومة نطبق الكلام أعلاه. 


(مشتقة الزاوية) .(الزاوية) 05 
(مشتقة الزاوية) .(الزاوية)5171- 
(مشتقة الزاوية) .(الزاوية) 5902 


(مشتقة الزاوية) .(الزاوية) 50 - 
(مشتقة الزاوية) .(زاوية) 06 (الزاوية) و0 


؟-القاعدة السابعة: - يطبق عندما تكون الدالة المثلثية ذات اس لا يساوي واحد (كل الأرقام الأخرى) ونصها كالتالي: - 





5 5 50 --31 1 م 0 
(مشتقة الزاوية) ( مشتقة الدالة المثلثية )” (الدالة نفسها مع زاويتها):: - ( دالة مثلثية لزاوية ما) ى 


اذا ضربت او قسمت على متغيراو دالة مثلثية أخرى او قوس نستخدم ضرب او قسمة دالتين. 
** بعض التحويلات المهمة والتي نحتاجها أحيانا 
0 - 511140 - 0526© 1 - 20و + 0526© 
09 251110 - 511120 
0 “0 - 1 + 601126 
0“عى - 1 + 00126 


2 2 


7+ب2351:- 22 7 -ح و 1 -ح و 
1 1 1 
م6 تدذانع5) د - س7 وزأام» عدلى وع- ح 'بو عدلى 25 ح بو 
21/3 21/3 
مشتقة داخل القوس نفسها 5 
2-2-2 يي 12ل , > حدم / 4 - 
(51110 -ل 1و 0©) 2052(5© - 51112) 4 <- رز (0520© - 1022 5) ع بر 
َه 1 1 له الزاوية م عووو #» الدالة / ثلثية 00 ( 
سس هك حادم سس ست لسر سس صر 5 0 11 5 
2 . 10601421- - 2 2 ىح-. «142م860 5ح بر جه قاعدة7 جه 2015212 - رو 
000 3 المقام البسط مشتقة الببسط المقام 
سس اسيل 5-5 7 
1 (052©) - (::ة5-) (ع«دطد +  )[1‏ , ا" /0)000) 
اس ا للبيوم سح _ بل سبي ل جح ررق هد قسهة + د ل - 
2 + 1) 7 وى 17ل 


2 
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الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل 


1 (ددةى +  -)1‏ [1 ل عجسةى]- ‏ [إنر ومح دعر وزو ل يرورزوى]|- 2 عد ومح - عر 5111 - :1112 و- 


جد +1 2(ع«ونى +  )1‏ 22د +1) 2 72 0غ؟ + 1) 0 7نم + 1) 





ضرب 1ح - 1). 4ر4 - بر 


مشتقة داخل القوس نفسها 5 
ال 011111 ل ه-2010010222225952929595 
م8 3(مرلع م25 - 1) + (101132] ننع 56 . عع 456 - 0) 21(2ع256 - 1) 3 4242 ح “رو 
سحا لللتبشجشنتلطس-“ بابب ب بإب بإب ب ببيبيبيييي بببب بببب ب حححيحبيجححييييييبحجييييييجج 7 م سم 
مشتقة الاولى الثانية مشتقة الدالة الثانية الاولى 


ما يصيراتركها هيج لازم ارتبها بحيث شكو رقم. و»ااقدمها والاقواس ترجع. 
013 - - 1):ز8 + 24 لع 256 - 1) 1013113 :دع 56 4822- ح نأبو 
ضرب 10111 511110 ح رو 

مشتقة داخل القوس نفسها :1 

يعس تحور ساسم 
0512© بماتجروع + :56021 20116 2 دي ح “بر 
مشتقة الاؤآن.. الثانية مشتقة الدالة الثانية الاولى 
الاشتقاق الضمنى 

تسمى الدالة بصورة (عر - 2ب + تير ح بورج (#)تم ح «ز) بالدالة الصريحة لكن الدالة (4/ - 17+ عدنز + (2:,37)/ > نز) 


بالدالة غير الصريحة او الدالة الضمنية. ولغرض ان نشتقها نتبع: - 





4 -نشتق الاشتقاق العادي و كلما نشتق (') نعاملها معاملة (0) بس لازم تخلي يمها (لك) هنا الفكرة كلها . والانتباه اذا لكيت 
(لتبودير) تعتبرهم مشتقة ضرب دالتين دير بالك . 
"برج رز "ب “تر جح ابر 
4 -ننقل المقادير التي تحتوي مشتقة لطرف والمقادير الخالية منها لطرف اخر. 
-ناخذ المشتقة العامل مشترك. 
6" 
نكول البعيد على القريب ونطلع المشتقة وهايهيه 


5 ع ذبو ‏ عرذيو 


الاولى مشتقة ٠ ٠‏ 
الثانية ‏ مشتقة الثانية الاوك 


01 55 إحدم م 
دوم - جدبرة - 22ر3 + 1 0 


د - :وم , تمر - يرومع - و2 - 4برومر3)' در ح يرومع ح ابوبو2 - “'رو #توعر3 
5525-3--5- 0 0 > ارال 4 ا و -- إزال ل لل 

7 ح نو5 - أير ير - دير 

--_ نشتق 1 511217 + بز 260517« ح 'بو5 - [انوبر2 2 + ع2 “نر - “بو ةبر3 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 





نرتب ثم ننقل 51327 + 0526© :2 “نو ح انوك - ارو بو كير 2 - 2بومر2 - ارو :و3 
" 011 01 01 01 
كع 2 _- ار كله ل رار ل ريت 2 ساد ” 
عامل مشترك 2207 (5]111 ح رم 02366051 يرق 5 حرس 01 31 
2 : 2 2م 017 
27 - 5113137 ح ( 20513 2 - 5 - رو كع2 - 00 يرق 
#رومر 2 - 1117 5 01 


032 0017 - 22217 - 5 - 2 





2 )01 )01 )01 
2 2 
؛ ل حل 22 ح ل 0 ع2 + -ل2(7 5 ح 4ج + 
0 01 01 ك١ ١‏ 
المشتقات العليا 4 
إذا كانت 222 كونوح ثلا قصعلك 2 ' 
تسمى المشتقات المتتابعة او التسلسل بالاشتقاق الى مثال ١‏ دكت 
المشتقة المطلوبة بالمشتقات العليا . 0 
1 2-2-7 21 - 01 
فاذا كانت الداله ( (8#)/م/ ح (() فان 
01 02 
0 01 0 
المشتقه الاولى هي 2 ح زع ”ثرح رن 2 ه4- - 2 0521© 2- - 0 
| 2 كه لقضة 471 م ) 0“ 246 كد 0 7 
0 ان / ال 02 5 : 4 
5 - 2 501121-- ع #4 0 
3 00 01 
الثالثة د كور 44 -- 1 ا مسمس 
ع 4ل / تن 0 
وهكذا انان نصل الى باقي المشتقات 16 - 2 0521© 8 - ل 
0 د زج 60م ل ير 0717 تشتق الدالة وتطلع ناتج وبعدين تشتق اننا لح ما توصل الى المشتقة 
2 موا كا - كك أ ملت 1 
أسئلة -اثبت ان برهن ان-بين ان -تحقق من 





١-الحالة‏ الأولى: -اذا كانت الدالة بالسؤال ضمنية ومطلوب اثبات خليط من المشتقات تساوي >مقدار. الحل يكون 


*» نشتق الدالة الضمنية وبدون تبسيط نشتق مرة أخرى الى ان نصل الى المشتقة المطلوبة. 
» نحور الناتج النهائي بحيث نخليه يشبه خليط المشتقات ويساوي الطرف الثاني. 


'"-الحالة الثانية: -الدالة ضمنية ومطلوب اثبات مشتقة معينة تساوي مقدار. 
#* نشتق ونبسط ثم نشتق ونبسط الى ان نصل الى المشتقة المطلوبة. ويطلع الجواب بشرط الاشتقاق صحيح. 
*"-الحالة الثالثة: -الدالة صريحة بكل الأحوال الحل 


” ناخذ الطرف الذي يحتوي مشتقات من السؤال. 
”7 نجد المشتقات حسب السؤال ونبسطها. 
” نعوض بالطرف الي اخذناه ولازم نثبت انها تساوي الطرف الثاني. 





م 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 


مثال؟: -اذا علمت بان 1 - 2م + 2و فبرهن على ان 0 - 42 4342 5 خاله دلنة. 





دل 01242 
ا 0 01 2 2 
نششتة مة ثانئة حيدم لاك 
1 الاولى الثانية مشتقة الثانية 
5 حسم حسم 0 الاولى 
0007 ثالثة 1-0 0 - 1 ىم 2ل 
ددتديق مرة 1 01 7 و0 2 7 01 011 01 4 
022 جام ١‏ ترق و 3 011 01 01:2 لم0 4 
0 4207 4317 
- 2-2 ويه درن 
01 0112 01( 


اثرائي: - اذا كان 4 -ح 2بو + :نم2 + 22 اثبت ان 
0 
2 7" 


اثرائي: -اذا علمت بان 5112121 ح بو اثبت ان 


2 
0 014 
6 - [ج- )ل (إح |4 
2 8 : 
07 الدالة هنا ضمنية لكن المطلوب مو خليط من المشتقات. 
2 ح نر )| حالة آ 


0 ح “بومو2 + 2 7و + /ق 2 +2214 


+1 - 2 20521 ح “نو 
2 + 06 ح رورو2 + 2 7و + ىق :23 :221 
+ب1ه- - 2. 72-5111213 2 ح “رو 
0 ع “بويو + بو+ 7و عر عد عر 


هسه نعوض المشتقة الاولى والثانية بالطرف الايسر. 
هسه نترك المشتقات بجهة وننقل المقادير الى الجهة 


0 0١+ 
الاخرى.‎ || 2815 - 4) 0 
ح مو ح نورق + 07 د‎ 


“(4.5112-) + 4)26052:(5 - 1115 || المشتقة عامل مشترك والسالب بالطرف الايمن همينا 


2 16 005221 4.4 - 5 [ل].ا 10 + 2)- ع (تو + عن) “بو 
122 16 +205221 16 - 15]آ.آ + م« ا 
هسه ناخذ 16 عامل متك ع 
هسه نطلع المشتقة الثانية 
51220 + ع2 2052© )16 - 115آ.ا نطلع ”وا 1- نب 
وعدنا قانون فيثاغورس يكول 


1 - 20526 + 511126 
6 - (16)1 - 11815 
بج و.و.م 
لل 
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الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل 








تمارين ١-١‏ 
0 1 
-١‏ جد 7 لكل مما ياتي 2 > 2« . +« - 1/2 ح تزه 
| ا 
ب مشتقة داخل القوس 9 2 5 
510000-22-02 0 22-228 د بير 7 - 2) - بر 
| اه 
2م --2) لح ١‏ 2( --2) سس سس يا ل سد ”ا 
0-2 (2--202- > ج 0 


2-6 
0 . 2 2 2 


مشتقة المقام الببسط مشتقة البسط المقام 


4- | #ع+2-ع-2- 10 -2)- (1-) #+2) , 
2 + مع) 2+2(200) 00000 2 + ن) 0 
مشتقة المقام البسط مشتقة الببسط المقام 
68 ه«(2(1+*)8 _(2)2+2 (4-)- (0) *2(4  )©2>+‏ , 
23 طزع) 2(4 +2) 2 14 + 2) 0 


0 ع« بر. 2 د ع. 0 -ح 5 + بررز4 - بود2 © 





ابي 0 مشتقة الولى في تللست لذو 
2+ 0ح انو4 - و2 + “تمر 2 0 -60+غ2 #4 2 7 22 
0 17 7 لك 267 رم 1 5 0 و" 

0 / / / / / / 
ار ر- ع (2 - عن را 1- - نوه - ود 0 - ول - رز + ترود 


مشتقة المقام البسط مشتقة البسط المقام 
0-27 1 م : 


ملاحظة: -اذا مطلوب منك إيجاد مشتقة معينة مثلا مطلوب مشتقة ثانية وطلع بالجواب مالتها مشتقة أولى وياها: لازم نرفع 
المشتقة الأولى ونخلي فقط المشتقة المطلوبة مني بالسؤال. بحيث نعوض قيمة المشتقة الأولى بالناتج النهاني. 





اه (وب) - ا (2 - يم) 
27 - م 1 


لشت سس 52" 
12 يج 22س 7 ك2 


نادرا ما يوجد أناس ل ينتابهم الخجل من كونهم احبوا بعضيم بعض بعد ان يكفوا 


الس 
<الي 


2 :1200 7 ع 0610© :لزوععءاء 1 1/2202 


0 الفصل الئاك-رطسمات التفاصل 0-5 














"-جد (1)”"/ لكل مما يأتي 3 > 2لا .ع2 -6اي4 ح (د) ل (0 
هنا يقصد اوجد المشتقة الثالثة وبعدين عوض بالناتج مالتها مكان كل 1- وطلع الناتج النهاني 
ظ 20008 
5 مشتقة داخل القوس - 1 , 
46-22 - 2 “ا 22 -6) 1 * 4 ح “ابو 2 - 4)6 - 1 
ظ 500 
5 مشتقة داخل القوس ‏ + 1 
22 -4)6- - 2 ا 2 (2# - 6) -- »و 4 ح ارو 
نفسها 11 
8 مشتقة داخل القوس ‏ + 7 
22 -12)6- - 2- »ط 2 (2 - 6) يا 4 ح “ترق 
هسه نعوض مكان كل 2-1 
5 كد ماه - 12)22(2- - 12422 - :2.13 -126- - ” 
8 00025000032 0 0 ْ 0” 
"-جد (1) /ر +1 ح (2) ١م‏ 


1 1 - 1 205111 ح (ن) ‏ / 


4ج جح ع1 111711 د - ) ع1 - (2) "1 
00511 جرت د عجر يرعروم»ح 2ج- ح (يو) ]1 
هسه نعوض مكان2. 
3 ح (1-) تعر ككيييوةة 3 _ - (1)جرووع”تع- ح (1) 1 
3 
"-جد (ر1) /ر 0 - (2) ] رم 
مشتقة داخل القوس نفسها 2 

م2 -3)2 - 1- 2-2 - 2) 1< ح- 1 ة - 2س - در 

مشتقة داخل القوس نفسها ‏ ور 
73 - 6)2 - 1- > 0-3 --202 -2 3 ح ““رو 

مشتقة داخل القوس نفسها ور 
 >-1 - 18)2 - 2-4‏ »«4-م-6«2-322ح “بر 


هسه نعوض مكان كل 1-: 
168 - 18.1 - 4 -(18)1 -3 4 (1 -_- 113)2 5< 1 


مم 
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الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل 





٠ 40‏ 0 50 5 55 8 0 037 1 21+1 
كتاب-وزاري اذا كانت »امج+-ي فبرهن ان (172 + 237)1 - 3 حيث ان ع لشفل 1 
الدالة هنا صريحة ومطلوب اثبات المشتقة الثانية تساوي مقدار. يعني لازم نطلع المشتقة الثانية ونشوف الناتج مالتها. 
عد عه ح “نبو نشتق ج دالة 1 -ح 1 


نشتق المشتقة الثانية حسب قاعدة القوس. 
مشتقة داخل القوس 2 نفسها ,ر 


١ 2‏ 1 1 هدم 1" 
7 25653 - 101113 5663 :5661 2 - 1. 10111. 5661 » جاع 56 2 ع رق 


هسه لازم نحور بالمشتقة الثانية حتى يطلع الجواب مثل ما موجود. شكو مقدار موجود بالمشتقة وما موجود بالناتج مالت السؤال. 
اذن لازم نحذفه ونخلي مكانه ما يساوي. 


2 


موجود بالسؤال 1 -ح 1 قانون ‏ 01خ +1 ح بركعع5 


و.ن.م (#د+ 22)1 ع اهمع + 1) جممغ2 - ممع 2560212 - “بر 
-اذا كانت عرمزى بردير فبرهن ان 0 ح مرومع4 + بو - (4ارر 


هسه ناخذ الطرف الايسر ونطلع المشتقة الرابعة مثلما موجود بالسؤال. 
- رو - "رز ح- 5 ل],آ 


ضرب دالتين 1 2 ح و 
ضرت دالتين الاولى مشتقة الثانية مشتقة الثانية الاولى 
٠‏ مُه هوهو «» 6م » .- ا عر 2 ع تمسر 
نطلع المشتقة الثانية 1 -+ 60951 12 1 5132 + 2065# ## ح برو 
الأولى مشتقة الثانية مشتقة الثانية الاولى 
6 لج هحالس 0 
1 -+ 0531© + 51112 :3ح ح يرومع + 17 2052 +524 7 ح “ثرو 
ضرب دالتين 


ج0000 
591111-1ع2 د جح 


الاولى مشتقة الثانية <١‏ مششتقة الثانية الاولى 


م م م سس لسلا 

3د << 2 + 1- نزو + 2095# 272 ح “رس 
ضرب دالتين 
١ 5‏ سس لسرا 5 : 
+50 -- 2052 2 - - 2511113 -511112 -:05913) 7د جح 
الاولى مشتقة الثانية مشتقة الثانية الاولى 

0 5 حخسممر ل سس سحصسمرز 

4051 ع رتور ديرو3©0 - 2و0 - 5111 2 ح رو0ع ٠١‏ 3 10 2057# ل جنوجنزو- هد ع ارو 


51 لل رو - "رز ح- 5 [1].آ 


هسه نعوض مكان كل مقدارقيمته حسب الطرف الايسر. ثم نختصر المتشابه بالمقدار ومختلف بالاشارة. 
- رو - "رز ح- 5 [1],آ 


0 دع4)051 + 511:12 2 - :46052 - :251111 - 15[ .ا 


ألم 


2 :1320012 7 غ610 0 :لزوعععءاء 1 2تت44-دلد---2 >2 0/02 


الفصل الئاك-تطبيقَات الشفاضل 


لمعدلات المرتبطة بالذ 





هنالك أشياء تتغير بمرور الزمن بحيث في تغيرها تعتمد على متغير واحد . فلو صب ماء في أسطوانة فان كمية الماء (حجم الماء) 
وارتفاعه يزيدان وهذان المتغيران يعتمدان كلاهما على تغير الوقت. أي بمعنى انها عوامل تتغير اعتمادا على الزمن. ولحل هكذا 
مسائل سنتبع الشرح التالي. 


الخطوة الأولى: -ارسم رسم توضيحي للشكل الي مذكور بالسؤال. 

الخطوة الثانية: -اكتب الفرضية واترك مجال فد ثلاثة أسطر. بعدين ترجع عليه تأخذ الفرضية من رموزالعلاقة أفضل. 
الخطوة الثالثة: -اكتب العلاقة الرئيسية وسوف أقوم بشرح العلاقات بالتفصيل حسب الحالة فيما بعد. 

توضيح كلش مهم: - اسال نفسك كول يأبه العلاقة شنوالرموزالي راح تتء تتغيربيها إذا مرالوقت ومع ذلك انا راح أوضح هذا 
الشيء بالتفصيل ولازم نحدد الي يبقى ثابت همينا. 


4 
يي 


4 
يي 


4 


« 


4 


«* 


لازم تفهم هذا الشيء لازم 
اذا كان عدد المتغيرات نسبة للزمن في المسالة 


عدد المتغيرات مع الزمن اثنين عدد المتغيرات مع الزمن ثلاثة 


اذا العلاقة الرئيسية بيها اذا ثلاثئة متغيرات بس اذا ثلاثة متغيرات مع الزمن ومنطي المعدل 
متغيرين اثنين مع الزمن فقط ]| منطي المعدل الزمني لتغير الزمني لتغير واحد من المتغيرات وطالب 
3 اثنين والثالث طالبه بالسؤال المعدل الزمني لتغير اخر. 
بهيج حالة نشتق نسبة الى رغم انه متغير مع الزمن 
الزمن وموجود بالعلاقة لكن ما طالبه ولا منطي معدل 
ماكو اشكال تغيره الزمني. 
هنا شنو نسوي؟ 


لازم نوجد علاقة ثانوية نرفع بيها المتغير الي 
ما مطلوب وتبقى العلاقة شرط بين المطلوب 
والمعطى بالسؤال. 

ملاحظة مهمة هاي تسويها تعويذة وتخليها بأيدك وتكول هاي التميمة 


(((كل مقدارئابت مع مرورالزمن وقيمته معلومة تعوض قيمته بالعلاقة قبل الاشتقاق. وكل مقدار متغير مع مرور الزمن 
اياك ثم اياك ان تتطاول وتعوض قيمته قبل الاشتقاق وانما يتعوض بعد الاشتقاق دائما))) 


خطوة الرابعة: -الاشتقاق نشتق العلاقة الرئيسية نسبة للزمن بحيث كل متغير نشتقه لازم نضع قربه مشتقته نسبة 





01 30 
- جب ايا 
011 
01 
كه جم 
7حيدن 
01 
ث4 جب كم 
0 0 


١ 
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ا الفصل الئاك-رطسمات التفاضل د 


بعض الأحيان بعد الاشتقاق تطلع بالمعادلة مجاهيل ثانوية غير المجهول المطلوب مني بالسؤال شنو نسوي؟ 


نرجع للعلاقة الرئيسية قبل 


الاشتقاق نعوض فيها كل او ينطي معلومة بالسؤال نستفاد 
رن منها نطلع المجهول الثانوي او 
0 نطلع معادلة منه. 


الثانوي. 


** كل تغير(يقل -يصغر-يقترب-يذوب- يتسرب ) فان قيمة معدل التغير-سالب. وكل تغير(يكبر-يزداد-يبتعد) فان قيمة 








التغير-موجب. 
** الخطوة الأخيرة: - تعويض كافة المقادير وإيجاد قيمة المجهول الرئيسي المطلوب. 
كل رقم بالسؤال وحداته 
حجم ججب 0113 ,1113 
مساحة جب 077:2 ,1112 
لو مسافة لو بعد لو طول لو عرض لو ارتفاع جح <- 111/ .0111 ,111 
01 112,112 70 الام 
0 - يمثل - 1.717 ع0 5 م 
073٠. 01‏ 015 يمثل 1111 
لاح كدح دحي 2< 
01 04 061 1 ]| 
المحيط والمسا حة للأشكا لالتثنائيةالابعاذ 
الشكل ا اله 
المربع طول الضلع ا 4 - 77 2 - >( طول الضلع) - / 
(العرض + الطول)2 - 7 العرض ا الطول - / 
(7 +2 -< 7 17 ل ح ل 


1 
الارتفاع ا طول القاعدة 0 - 4 


1 
١» 8‏ عا - ع 4 
2 


جع ح 4 


2 
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7 الفصل الئاك-تطبيقَات الشفاضل ددر 


المساحات الكلية والجانبية والحجوم للأشكال المجحسمة 





المساحة الجانبية 
مساحة وجه ٠‏ 4 - / 


الشكل ١‏ 
المكعب : 


'( طول الضلع) - ,| 








3 - ]] 5 
عر »ا 4 ح- 4/ 
متوازي سطوح مستطيلة العرض <١‏ الطول - 17 4 محيط القاعدة - / 
الارتفاع « محيط القاعدة - الارتفاع « 
2 + الارتفاع « 
7*7 عا ير ح- ]1 مساحة القاعدة <١‏ 
7 رزلا + )2 ع 4 
4 
7 زلا + )2 - 
7ل 
غير مهمة 
4 محيط القاعدة - / 
محيط القاعدة ح )) الارتفاع < 
2 + الارتفاع « 
مساحة القاعدة » 
7< 7ج27 ح 4 
4 
22 + 12 >< ج27 7 
ح- 4 
له يوجد 
التعلق العاطفي بالفكرة يُعميك عن سلبياتها. ترى حتى بشاعتها نوعًا من الفضيلة...!! 
لس 
الى 
2 :5001 ع130 7 غ610 60 :لزوععءاء 1 #702 0/0 


الفصل الئاك-رطسمات التفاضل 


مسائل مثلث فيثاغورس 





١-مسائل‏ السلم: العلاقة الرئيسية 


<( اذا مطلوب معدل تغير ضلع نستخدم قانون فيثاغورس 52 -ح 2ب + 2ع 
طول السلم ثابت (الوتر) ويتغير الطرف الأعلى والاسفل والعلاقة ما تحتاج علاقة ثانوية 
<ا اما اذا طلب معدل تغير زاوية نستخدم قانون 5111,205. 


؟"-مسائل سيارتين تبتعد كل منهما عن الأخرى بشكل متعامد: - العلاقة 57 - 175 + 25هنا تكون لدينا " متغيرات 





٠ 5‏ فى » 2 2 2 ٠‏ هله ب..ى 0 4 2 “4 بج إلى لمسافة . 
والاغلب ينطي معدل تغير اثنين ويطلب الثالث لذلك نشتق مباشر. ونستخدم قانون السرعة 2 يفيدنا. 
2 عن 


"-بعض المسائل تشكل مثلث فيثاغوس مثل سؤال طائرة تحلق او سيارة تجتاز إشارة مرور او صقر يطير من 





شجرة لازم تعرف المقدار الثابت حتى تعوض مقداره قبل الاشتقاق. 
مثال- ؛-:-سلم طوله 70٠١٠١‏ يستند طرفه الأسفل على ارض افقية وطرفه العلوي على حائط رأسيء فاذا انزلق 
الطرف الأسفل مبتعدا عن الحائط بمعدل 20/5 عندما يكون الطرف الأسفل على بعد 80 عن الحائط جد: - 


7 معدل انزلاق الطرف العلوي 
7 سرعة تغير الزاوية بين السلم والأرض. 


(تحليل السؤال: - منين نبدي؟ الشكل الي تكون عدنا هو مثلث قائم الزاوية ومطلوب معدل تغير بعد الطرف العلوي -الضلع القائم - 
اذن مبرهنة فيتاغورس نستخدمها ). 


الفرضية: - 

نفرض بعد الطرف الاسفل عن الحائط - )ا -81 معدل تغيره (ابتعاده 5 - 111/5” 
0< 5 0 5 58 0 0 

نفرض بعد الطرف الاعلى عن الارض -/ا معدل تغيره(نزوله) - --- - ؟ 


عن 6 ااه« اه 5 55 00 
نفرض الزاوية بين السلم والارض -0 معدل تغيرها ---7 





العلاقة: - 
2 - تيو + تير 


(اذا السلم انزلق من الاسفل راح ينزل من الاعلى - يتغير- كذلك يتغير بعده من الأسفل عن الحائط وتغير بعد طرفه العلوي عن الأرض 
بس طول السلم يبقى ثابت معليه. يعني متغيرين انين فقط. اذن ننتقل للاشتقاق بس قبل الاشتقاق راح اعوض طول الدرج لان 


ثابت ). 
0 - 2#بو + شير 07 -ح بو + شير 
الاشتقاق: - 
1 7 2 اد 
414 > 046 01 01 
حت انتقل للتعويض واطلع المجهول الرئيسي عندي اكو مجهول ثاني الي هو قيمة لانرجع نوجدها من العلاقة قبل الاشتقاق. 
> 7 د بر 6 -ح 2بو 4 100 -ح تبر 0 - #جرو + 82 0 - 2# + شير 
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الفصل الئاك_-تطبيقَات السفاضل 





01 011 011 011 011 
8-2 0 8.216 2 - 0 16 +62 - 0 6 - 6 


1 8- 017-16 
ىك 3د2026غك0 





0# 10 - و - م بزو 


» هي »> مه وووو 


لاشتقاق: - 


00 7غع0 


(حتى انتقل للتعويض واطلع المجهول الرئيسي الي هو معدل تغير الزاوية لازم اطلع قيمة 2 0056) 


0 8 010 00 1 1*0 
0 10 4+ 46 3 5 


تمارين-وزاري: -سلم يستند طرفه الأسفل على ارض افقية وطرفه العلوي على حائط رأسيء فاذا انزلق الطرف 
الأسفل مبتعدا عن الحائط بمعدل 200/5»: جد معدل انزلاق الطرف العلوي عندما يكون قياس الزاوية بين السلم 
والأرض ُ 


(تحليل السؤال: - منين نبدي؟ الشكل الي تكون عدنا هو مثلث قائم الزاوية اذن مبرهنة 
فيثاغورس نستخدمها). 


ل ا وي : : 1 : - 5 0 
الفرضية :-_نفرض بعد الطرف الاسفل عن الحائط - 1 معدل تغيره (ابتعاده )-- - 





نفرض بعد الطرف الاعلى عن الارض - لا معدل تغيره (نزوله) ‏ © حو 
لعلاقة:- ب 11 + 1 
(متغيرين اثنين فقط. لان اذا السلم انسحب من الاسفل راح ينزل من الاعلى ببس طول السلم يبقى ثابت معليه فمن نشتقه نعامله 
معاملة رقم يعني مشتقته -صفر حت لوما معلوم). 
لاشتقاق: - 
5 غ0 01 ْ 7غ0 0 
8 1 م الوم 2 ب 7 ا ان 
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الفصل الئاك-تطبيقَات الشفاضل 


حتى انتقل للتعويض واطلع المجهول الرئيسي عندي اكو مجهول ثاني وثالث الي هو قيمة ل,»:. وحتى لو ارجع للعلاقة قبل الاشتقاق 
همينا ما تفيدني لان كلهم مجاهيل. جا وين نروح؟ نستفاد من معلومة الزاوية. 





1 
: ةر 3 ول سن 
2 1 3 
نعوض في معادلة 1. 
التعويض ؛ - 
01 01 017 2 0 
01 -- 0 - سد 2+3 0 - حر عوةا + 8.2 لا الروك ار 
0-2071 017 01 
5 و +0 1 
ملحوظة مهمة: - 


8-١‏ يجوزفي الرياضيات قسمة أي معادلة على مقدار مجهول مثل () لان ممكن قيمة المجهول -صفر ولا تجوز القسمة على صفر 
ببس هنا قسمت على .ءا لان تمئل طول والطول مستحيل يصير صفر لذلك يصيراقسم. 


؟-استخدمت علاقة 130 لان تربط لا,*ا ولو مستخدم غيرها الحل يصير اطول واصعب لان طول الدرج يدخل بالموضوع وتنلاص. 


س9411 ٠٠‏ 7د١1١١‏ طريقان متعامدان تسير سيارة على الطريق الاول بسرعة 801101 و تسير سيارة على الطريق 
الاخر بسرعة 60101 جد معدل ابتعاد السيارتين عن بعضهما بعد مرور ربع ساعة . 


تحليل السؤال: - طريقين واحد عمودي على الاخر وكلما تبتعد السيارتين عن نقطة الانطلاق مالتهم راح يزداد بعد كل سسيارة عن 
نقطة الانطلاق ويزداد بعد السيارتين عن بعضهم .يعني راح يتكون مثلث والوترمالته البعد بين السيازتين. 
الفرضية: - بعد ربع ساعة من الانطلاق. 

د01( 


البعد السيارة الاولى عن نقطة الانطلاق -» ومعدل تغيره 57 0 > 


أي ضيه *» 2 35 5 5 01 
البعدالسيارة الثانية عن نقطه الانطلاق -لا ومعدل تغيره -'57 60 - 0 


4 * / 5 0 ٠. 
-- 7- البعد بين السيارتين - 2 معدل تغيرالبعد بين السيارتين‎ 





العلاقة:- “م ع شرو + قير 


(هنا عدنا 3 متغيرات ليش ؟ لان اذا انطلقن السيارتين من نقطة معينة. مثلا وحدة راحت للشمال ووحدة للشرق لان عمودي راح 
يتغير بعد كل سيارة عن نقطة الانطلاق بمرور الوقت. وبعدين البعد بين السيارتين راح يتغيرلان كلما يمشون راح تكبر المسافة 
بينهم منا لما ولا واحد يشوف الثاني. عدنا 3 متغيرات بس منطي معدل تغيراثنين وطالب الثالث يعني نشتق كبل). 


الاشتقاق: - 
02 )0 01 02 )0 0 


و سد ل نزحن 2 ب اوم م 


حتى انتقل للتعويض واطلع المجهول الرئيسي عندي اكو مجهول ثاني وثالث الي هو قيمة < ,لا,*. وحتى لو ارجع للعلاقة قبل 
ح#الاشتقاق همينا ما تفيدني لان كلهم مجاهيل. جا وين نروح؟ نستفاد من معلومة الوقت الي منطيها وهاي معلومة فيزيائية . 
«طلى 
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الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل 





.. المسافة اه * 6)يء 
السرعة الاك المسافة -السرعة . الزمن 


الزمن 


وراح نطبق هذا القانون على السيارة الاولى والثانية. 
بعد السيارة الاولى عن نقطة الانطلاق بعد مرور ربع ساعة - سرعتها. الزمن. 


5-7 “ع _- 
10 70-2 7 1 


بعد السيارة الثانية عن نقطة الانطلاق بعد مرور ربع ساعة - سرعتها . الزمن. 


نشم وود 
ال ل 
مادام صارن عندي قيم ير,»ا نطبق قانون فيثاغورس ونطلع 2 
7 - 7 5 - 225 + 400 - 2ج 2ج - 152 + 202 
التعويض +2 
كوم - ووو + 1600 رن 55 + 20.80 راي عد 
2 ا اا ْ عن 2 عن 7( اعنم > 
0 07 07 
-100 -- | 5 25 - 2500 
5 011 011 


1.٠دد”:‏ -وقف صقر على قمة شجرة ارتفاعها 300 »لاحظ على الأرض ارنبء فطار نحوه بسرعة 
( 80172:/5) 


0 00 4. 0 ٠ ٠ ٠ 000 ىو | ا»‎ ٠ 
0 0 الفرضية :-_نفرض بعد الارنب عن الشجرة- 1 معدل تغيره‎ 


20211 
5 





اه 5 5 5 .0 3 0 
نفرض بعد الصقر عن الارنب - 5 معدل تغيره (نزوله) --- 5 





لعلاقة:- 2م - 302 + غير 


(متغيرين اثنين فقط .البعد بين الارنب والشجرة يتغير والبعد بين الصقر والارنب اما طول الشجرة فثابت لذلك عوضته). 


55 
سسا ميده حب عد ا" ع 0 
01 01 01 0 
حتى انتقل للتعويض واطلع المجهول الرئيسي عندي اكو مجهول الي هو قيمة 5 . ارجع للعلاقة قبل الاشتقاق 
جه 50172 ح و 0 - 1600 + 900 - 2و 2 - 900 + 402 
نعوض في معادلة1 . 
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الفصل الئاك-رطسمات التفاصل 





0 0 011 ا 011 ا 05 0 011 
5 06 5 04 د عل 


-اذا شخص-حادلة-سفينة-سيارة متحرك يبتعد او يقترب من مصدر ضوء سواء كان الضوء معلق بعمود عالي او 
موضوع على الأرض فان العلاقة تشابه مثلثات 


ارتفاع العمود طول الشخص مقابل 
بعد العمود عن رأس المثلث بعده عن رأس المثلث مجاور 
وبهاي الحالة اذا المصدر الضوء على العمود يتغير بعد الشخص عن العمود و راس المثلث عن الشخص. 


223200000 222 
المصدر الى موجود على الأرض. 


1011© - 





1# الى 
ثابت 





1-5١دتمارين:‏ -عمود طوله 7.20 في نهايته مصباح, يتحرك رجل طوله 1.8/70 مبتعدا عن العمود بسرعة 
10 جد معدل تغير طول ظل الرجل. 


مادام تكون مثلث بداخله مثلث يعني العلاقة علاقة 07:6 ونطبق هاي القاعدة على كل مثلث 








الصغير والكبير اثنينهم ). 
فى اف انا و ان ١‏ د 01 
الفرضية :- نفرض بعد الرجل عن العمود -'!ا معدل تغيره --- 0 .7 
5 5 0 
طول ظل الرجل -/ا ١‏ معدلتغيره-7 '" م 
لعلاقة:- و 


١م‎ 
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الفصل الئاك-تطبيقَات الشفاضل 


15000 17 ون صف - 6ه 
-َ متلث كبير 522--55- مثتلث صغير -َ 0011 
7 +26 3 و 1 








(الدالة بيها اثنين متغير فقط يعني يصير نشتق. بس هيج تصير المشتقة قسمة دالتين وحتى نتجنب قسمة الدالتين نببسط الدالة 
باختصارالبسط مع البسط ثم وسطين في طرفين ). 





3 - 4 ح بر + 7 
7 --2 ح- لل 21 بير بو 
الاشتقاق: - 
اك 7 انس 
44 2 6ك 
التعويض ؛- 
111 50 017 01 
“ا 0" ار 0 


.١ 5‏ "د" -خارج: -فنار ميناء ارتفاعه مم20 يعلوه مصباح كبير تحركت سفينة ارتفاعها 6 مبتعدة عن الفنار 
بسرعة 501/1 جد معدل تغير طول ظل السفينة على سطح البحر. 
مادام تكون مثلث بداخله مثلث يعني العلاقة علاقة 40710 ونطبق هاي القاعدة على كل مثلث 
الصغير والكبير اثنينهم ). 











الفرضية:- نفرض بعد السفينة عن الفنار-»ا معدل تغيره-'” 50 - 2 . 
طول ظل السفينة -لا معدل تغيره + © 
لعلاقك:- لا 1 
كر - يل#كبير  -‏ - مثلخيضغير - 607:0 
ر92 بير صغير - 0116 
(الدالة بيها اثنين متغير فقط يعني يصير نشتق. لكن حتى نتجنب قسمة الدالتين نبسط الدالة باختصار البسط مع البسط ثم 
وسطين في طرفين ). 
- 4 ح بر + 0 
7 - 417 - رز + 00 
الاشتقاق:- 
0 01 
04 2" 6ك 
التعويض ؛- 
171 50 01 )0 
اتات تدا 52 لسك - 3 -30 
7 3 062 0 
4س 
4س 
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الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل 


١171‏ ١٠د١|||الاحيائي‏ ا مصدر ضوئي موضوع على الارض يبعد 200 عن حائط. تسير حادلة تبليط ارتفاعها 
0 بسرعة 10م امم 2.5 »ما معدل التغير في ارتفاع ظل الحادلة عندما تبعد م8 عن الحائط ؟ وهل الارتفاع 
للظل يزداد ام يتناقص ؟ 


مادام تكون مثلث بداخله مثلث يعني العلاقة علاقة 07:6 ونطبق هاي القاعدة على كل مثلث الصغير والكبير اثنينهم ). 
الفرضية :- نفرض بعد الحادلة عن مصدر الضوع -<'آا المصدر 
3 
5 


11 01 706 
ل م-س 5 مر م كن 
معدل تغير 21011 0 ا 
01 


طول ظل الحادلة -لا!معدل تغيره ؟ 2-2 








لعلاقة: - 
ا امات كبير - 1.6 )ات ٠‏ _- ه8 ع 
اي ا ل تن 
(الدالة بيها اثنين متغير فقط يعني يضيرنشتق. بس هيج تصير المشتقة قسمة دالتين وحتى نتجنب قسمة الدالتين نبسط الدالة. 
وسطين في طرفين). 
2 -ح ود 
الاشتقاق: - 
01 01 
عت بسداتة لوعت 
73 عل 5 
نطلع قيمة لإا حتى من نعوض بس المجهول الرئيسي يبقى . نرجع للعلاقة قبل الاشتقاق. 
68 32 5 
ا 2 - 1237 ثم نعوض العلاقة 7 - 8 --20 -ح عن 
التعويض: - 
5 8 011 8 01 
دكا داح 12 - 25 ال 12 
2 3 01 5-38 53 0 
20 0 
----122 
3 0 
2 5 0 200 7غ0 
701 12530209 464 
أشياء عربية 


*زه الأرقام (...,1,2 ) التي نستعملها الان هي ليست إنكليزية ٠‏ وانما ارقام عربية اما )...",١(‏ فهي هندية. 
كلمة صفر > ممع2هي عربية بعد ان نقلها الاوربيين من الرياضيتين العرب. 
*» رمز »ا ماخوذ من (ع1<*«) اي بمعنى شيء مجهول بعد ان ترجمها الاسبان الى اللغات الاوربية . 


لم 
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0 الفصل الئاك-رطسمّات الشففاصل جد 


مسائل الاشكال الهندسية 


متوازي السطوح المستطيلة 

ه الحالة الأولى: -اذا يصب فيه او يتسرب منه سائل مثل الأسطوانة يتغير فيه الارتفاع 
والحجم والمساحة الجانبية. اما طول القاعدة والعرض يبقى ثابت مهما نزل او ارتفاع 
السائل. واغلب الأسئلة على الحجم. 

ه الحالة الثانية: - اما اذا كال متوازي سطوح تتغير ابعاده هنا نعتمد على السؤال نشوف 
منو متغير بالسؤال والاغلب كلهن. اذا معطى معدل اثنين وطالب ثالث نشتقء واذا معطى 
معدل واحد وطالب ثاني واكو متغير ثالث لا معطى ولا مطلوب معدل تغيره هذا لازم نرفعه 
بعلاقة ثانوية. 

-5-تمارين:خزان مملوء بالماء على شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة طول ضلعها 200 يتسرب 

٠ 2 3 ٠‏ ع 

منه الماء بمعدل --0.4, جد معدل انخفاض الماء في الخزان عند أي زمن 6. 





[ تحليلنا للسؤال نرسم الشكل ونخلي عليه طول وعرض القاعدة متساوين لان كايل مربعة. 
ومنطيني بالسؤال ماء يتسرب بمعدل تغير الحجم وعرفته من خلال الوحدات اذن العلاقة 
نكتب علاقة حجم متوازي السطوح المستطيلة ]. 
الفرضية: - 

113 017 


حجم الماء في الخزان -لا معدل تغيره -- --- 0.4- (خليت اشارة سالب لان يتسرب). 





طول القاعدة - العرض -< (لان مربعة ) (وهي ثابتة ما تتغير اذا نزل الماء من الخزان). 
ارتفاع الماء في الخزان -1 معدل تغيرارتفاع الماء في الخزان - > (وهذا المطلوب مني ) 
العلاقة: -حجم متوازي السطوح المستطيلة. 
0.77 ح- الارتفاع .العرض .الطول - 17 


[ اذا تسرب الماء راح ينخفض ارتفاع الماء ويقل حجم الماء فقط. اما طول وعرض القاعدة مالت الماء يبقى نفسه حتى لو نزل الماء. 
اذن متغيرين اتنين. وراح اعوض الطول والعرض لان توابت مع مرور الزمن] . 


7 - 2.2.8- 7 


الاشتقاق:- 
70 ع0 
لشب د د 
011 01 
التعويض: - 
ل 04 1ك 2 - 04 
0000000 4ه 2 هل 7 77 0 


م3 
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0 الفجل الئاك-تطسمَات التفاضل د 


1-6 : متوازي سطوح مستطيلة ابعاده تتغير بحيث تبقى قاعدته مربعة الشكل. يزداد طول ضلع القاعدة بمعدل 





1 .0 وارتفاعه يتناقص بمعدل ”7 5 .0 .جد معدل تغير الحجم عندما يكون طول ضلع القاعدة 4 والارتفاع 
00 
[ تحليلنا للسؤال -هذا السؤال يخص الحالة الثانية- نرسم الشكل ونخلي عليه طول 
وعرض القاعدة متساوين لان كايل مربعة. 
وطالب بالسؤال معدل تغير الحجم اذن العلاقة نكتب علاقة حجم متوازي السطوح المستطيلة |. 
/ فرضية: - 


حجم متوازي السطوح -/031 معدل تغيره ”7 ؟ 





0) 


طول القاعذة - العزض -»- «اه 4 (لان مربعة ) ومعدل تغيرها (معط )- 7 - 28 0.3 
ارتفاع متوازي السطوح -١ا‏ -600 3 معدل تغيرالارتفاع -" - 0.5- (بالسؤال الارتفاع يكول يتناقص ). 
العلاقة: - حجم متوازي السطوح المستطيلة. 
(مشتقة ضرب دالتين) 7 24 - 2.18 .عر - 7 
هسه نحدد المقادير الي تتغير بمرور الوقت والي همه الحجم (لان مطلوب تغيره) وطول القاعدة يزداد والارتفاع يقل 


- متغيرات- بس معطى معدل تغيراثنين ومطلوب الثالث الي هو الحجم اذن ماكو اشكال نشتق 
لاشتقاق: - 


التعويض ؛- 

001013 1 و 417 
0.8- - (7.2 - 8.0)- - 7,2 + 8- - 7.2 +2 16- - (4.)0.3. 2.3 + (0.5-) 245 مر 
5 افخارج-العراق: -متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة وارتفاعه ثلاثة أمثال طول قاعدته. يتمدد بالحرارة 


جد معدل تغير حجمه ومساحته السطحية في اللحظة التي يكون فيها طول القاعدة 8/0 ومعدل تغير طول القاعدة “7 7 


تحليل السؤال: - هنا مو موضوع يصب سائل» لذلك هنا التغير حسب السؤال - 
وكايل يتمدد بالحرارة واكيد التمدد يصير بكل ابعاد الجسم. “2 -ما 


مطلوب تغير حجم وكذلك مساحة سطحية يعني مطلبين مو مطلب واحد. 


الفرضية: - 
هه 
© حجم متوازي السطوح -/ا معدل تغيره -” ؟ 1 
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الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل 


5 5 04 
حجم متوازي السطوح -م معدل تغيره - ؟ 





طول القاعدة - العرض -<8-1 1© (لان مربعة ) ومعدل تغيرها (معط )- © - 2 : 


5 


ارتفاع متوازي السطوح -«:3- (هنا منطي الارتفاع -”! أمثال طول القاعدة لذلك استفاد من هاي المعلومة اقلل عدد المتغيرات 
بالعلاقة الى انين فقط واحذف ط). 


1-العلاقة: - حجم متوازي السطوح المستطيلة. 


3 - 1,7 3 - ع3 غير ح ص[ .رين ح نر 

5 
01 م 017 
لس ج032 حم للل 
011 011 

التعويض ؛- 
كبن - .و - (2) 2و - 41 
5 4 0507 د 4 25 6ك 


'-العلاقة: - مساحة متوازي السطوح المستطيلة. 


14# - 222 + 122:2 - 224 32 .42 - مساحة القاعدة.2 + الارتفاع »ا محيط القاعدة - / 


الاشتقاق:- 
02 0 004 
0 02 06 
التعويض ؛ - 
0001 0 0 6ظأ 04 
5 الا غك 
الأسطوانة الدائرية القائمة 
*» اذا كانت الأسطوانة يصب فيها سائل. راح يتغير مع الزمن كل من ارتفاعها وحجمها 
(كمية السائل)؛ ومساحتها الجانبية (مساحة الجدران الجانبية لان الارتفاع يتغير). لكن 
مساحة قاعدتها ونصف القطر دائما يبقى ثابت. 
-ح ول “ع - 7] 
اما اذا كال بالسؤال الأسطوانة تتغير ابعادها هنا نعتمد على السؤال فقط ونحدد الثوابت 
والمتغيرات. نشوف منو الي منطي معدل تغيره او طالب معدل تغيره او حسب فهمنا 
عرفنا منو يتغير ونحدد أيضا منو الثابت. 
بح 
الى 
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كس لنت 02 يوم 


١4-٠‏ : -أسطوانة دائرية قائمة يزداد ارتفاعها بمعدل 5١ح‏ 0.5 بحيث يظل حجمها دائما مساويا الى 
3 جد معدل تغير نصف قطر قاعدتها عندما يكون ارتفاعها 50/0 


منطي الحجم عرفناه من الوحدات يعني العلاقة حجم اسطوانة. 
الفرضية: - 


نفرض حجم الاسطوانة -:3207</ (ثابت) نفرض نصف القطر-؛ معدل تغيره - 77 


نفرض ارتفاع السائل في المخروط-:567-١ ١‏ معدل تغيره -07115 5 .0 - 22 ؟ 


العلاقة 
--11 
عدد الرموز -3 لكن الحجم ثابت هويكول. والارتفاع ونصف القطر متغير يعني عندي اثنين متغيراذن نشتق. 
ومادام بين !١,:‏ ضرب اذن نشتق ضرب دالتين. ببس اعوض قيمة الحجم قبل الاشتقاق لان ثابت حتى نخلص منه . 
0 - 320 77 - :3207 
الاشتقاق 
الك “و :ك0 “كب طل ب 
0 0 0 0 
عندي ؛ غير معلومة ارجع للعلاقة قبل الاشتقاق واطلعها واعوضها . 
01 -10 للطرفين “م ح- 64 5 25مرا- 320 2 - 320 
التعويض ؛- 
وو- - 215 مع '" مو 0-32 لاع يرك برو د .0 » 4 - 0 
01 0 0 


١ 2‏ 32- صق 
أ و وي عق 


-د5:-أسطوانة دائرية قائمة يصب فيها ماء بمعدل تغير زمني في ارتفاع الماء ٠‏ ؛ 70/5 » جد معدل التغير 
في حجم الماء اذا كان نصف قطر قاعدة الأسطوانة يساوي 70٠١‏ . 


مطلوب تغير الحجم يعني العلاقة حجم اسطوانة. 0 
الفرضية: - | 
ع “ و 0 
نفرض حجم الاسطوانة -17 ومعدل تغيره . 

نفرض نصف القطر- 10617 -: لازم نوحد الوحدات لو مترلو سم .لذلك راح احول الى المتربالقسمة على 100 . 
4س 
10 


1111-2 ا - 7 وهو يبقى ثابت لان عندما يصب الماء يبقى نصف قطرالاسطوانة ثابت اثناعء صعود الماع. 
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0 الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل ددا 


نفرض ارتفاع السائل في المخروط-! معدل تغيره 711١5-‏ 40+ - 2 


العلاقة 
7 -17 77 - 7 --17 
عدد الرموز ‏ 3 لكن الي يتغير الحجم والارتفاع فقط. نصف القطر ثابت اثناع صعود الماء لذلك عوضت قيمته قبل الاشتقاق . 
لاشتقاق ثم الدّ 
تررم 0 طل 0 
ل ع0.41 - 40 0.0172 ح د 0.0172 ح مد 
5 0 0 0 


المخروط الدائرى القائم 

عندما يصب فيه سائل: - كلشيء يتغير بيه نصف القطر والارتفاع 

والحجم ومساحة القاعدة مالت السائل (مساحة دائرة). بس بالمخروط 

اغلب اسئلته مطلوب علاقة حجم 

(ثلاثة متغيرات) + [:ز2م 2 - | 
3 

لك ولازم نقلل عدد المتغيراث بعلاقة ثانوية هي علاقة 
منحم/ 83 5 ح © - 071 ثم نعوضها في الرئيسية ونشتق. 
خ#: اما ا تغير اثنين وطالب الثالث بهاي الحالة نشتق كبل. 
اذا المخروط تتغير ابعاده: - هذا يعتمد على منطوق السؤال وحالة نادرة 

حدا. لذتلك ١‏ 7 
مثاله-117١7-وزاري 5.٠٠‏ مرة:-مرشح مخروطي قاعدته افقية ورأسه للأسفلء ارتفاعه يساوي «مع24 وطول 
قطر قاعدته مع16 يصب فيه سائل بمعدل 5/ 561123 بينما يتسرب منه بمعدل 11723/5»ءجد معدل تغير عمق 
السائل فى اللحظة التى يكون فيها عمق السائل ©27١١‏ . 





منطي تغير بالحجم عرفناه من الوحدات يعني العلاقة حجم مخروط. 
الفرضية: - 

نفرض حجم السائل في المخروط -لا 

معدل تغير حجم السائل - حجم الصب- حجم التسرب -5-1 -4 


24 





معدل تغير حجم السائل للا الات 4 


نفرض ارتفاع السائل في المخروط-«! معدل تغيره - 7 ؟ 

نفرض نصف القطر -؛ ( كلما يصبون سائل نصف القطر يتغير بس هنا ما افرض معدل تغيره لان راح ينحذف نصف القطرمن 
العلاقة ليش ؟ هسه راح نعرف ليش نحذف) 

العلاقة 


1 7 كل 
د 7 ع 17 
3 
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م / 


الفجل الئاك-رَطسمَات التفاضل 


اذا صب السائل فان كمية السائل تزيد ونصف قطر السائل يكبرشوي شوي والارتفاع يصعد لما يكثر الخير ويتبدى. يعني 3 متغيرات 
لكن منطي معلومة عن تغير حجم السائل وطالب التغير مالت الارتفاع وعدنا نصف القطر يتغير بس لا طالب عنه شيء ولا منطي عليه 
شيع فلازم ما يبقى بالعلاقة. 





علاقة ثانوية: - 
من المثلث الجبير بالمخروط والمثلث الي يشكله الماء داخل المخروط نطبق علاقة 1306 لان متشابهان . 


2 [/ 2 / 5-0 ثلث لك مثلث ص٠‏ 110 
تحن من ست كتج كك لدم احم سدم احخح لد هجهل الما تح --- 0 2 
5289 535 3 م 24 كبير كت دن 
نعوض معادلة 2 في .١‏ 
7 _ 
27 7و9 257 
هسه بقى عندي بس 91 اذن نشتق. 
طل 1 طل 5 1 011 
11 ا كعمد _- 
01 9 01 0277 01 
التعوض :- 
7 1 طل طل > 1 طل 1 1 1 طل و 1 7 
“50ة1ةكتكتتتك:كتكتكة.| سا كتكة ند ح م لك' سد جه 0 لك“ لسلا 
و عم4ك 06 4-0 1 9 + (12) وي 





المستطيل والمثلث: ل صن سور سك نف اسن ثابتة والابعاد-الطول-العرض-الارتفاع- 
يتغير. لازم يبقى متغيرين بالعلاقة حتى نشتق دائما. 
57 بالنسبة الدائرة والمربع لازم المحيط والمساحة متغير وكذلك طول الضلع ونصف القطر. يعني متغيرين فقط 


مثال-7-7١١7-د١-خ:-‏ صفيحة مستطيلة من المعدن مساحتها تساوي 96177:5.يتمدد طولها بمعدل 200/5 بحيث 
تبقى مساحتها ثابتة» جد معدل النقصان في عرضها وذلك عندما يكون العرض ع8 


(تحليل السؤال :- منطيني مساحة مالت مستطيل وكايل يابه الطول يتمدد والعرض ينقص بس تبقى المساحة ثابتة ( ركز على ثابتة 
( . مادام منطي مساحة استخدم علاقة مساحة للمستطيل). 


طول الصفيحة -6“ا معدل تغير الطول (يتمدد) -2-77+ '” 





5 1 0 / 5 558 01 
عرض الصفيحة -لا- 010 8 معدل تغيرالعرض (ينقص ) - 57 ؟ 

لعلاقة: - 
7 -ح 96 7 ح #4 


>( عدنا متغيرين بس. الي همه الطول يتمدد والعرض ينقص يعني نشتق كبل لان بس متغيرين اثنين . هنا نعتبرهم ضرب دالتين ). 
طلى 
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المجل الئاك-رطسقات الفا ” 





الأشستقاةهى 
الأول ميشيتقة مشتفقة الفانية 
5 01 5 01 الثانية 5 ند الاولى 5 
كت امم جا لتكت 2 - 
عن 7( 'اعنل 5 7ح # عم + 


٠ 000‏ 0 « » مو 0 مه ميا م« .4 ٠‏ .ل +»* ٠‏ هو ٠+‏ 
(المطلوب معدل تغير العرض 5 بس اكو مشكلة انو قيمة» الي يمثل الطول ما موجودة عندي وحسب الملاحظة 4 نرجع الى العلاقة 
قبل ان نشتقها ونطلع قيمة» ). 


06 
ا ان 8 -ح 96 7 -ح 96 
الد ٠‏ 57 
01 4 7 16 2 7ك 01 01 
النلظظالة ك2 / كك 0ض كك كك تسل 16" - -ل12 0 - 2 8 بد .12 
5 3 12 01 011 017 


4 6 - بالون كروي مملوء بالغاز فيه ثقب يتسرب منه الغاز فاذا كان معدل نقصان نصف قطره( 6772/5 27 ) 
بحيث يبقى محافظا على شكله. فعندما يكون نصف القطر 10017 جد :- 


١-معدل‏ نقصان حجمه ".معدل نقصان مساحته السطحية. 


مادام مطلوب معدل تغير حجم. نستخدم قانون الحجم الكروي. 
الفرضية :- نفرض حجم البالون -/ا معدل تغيره - 0 
نفرض نصف القطر - ؛-10677 معدل تغيره 5 - 2 


نفرض المساحة -8 معدل تغيرها © -؟ 


العلاقكة:- 
41 
23 - [] 
1 2 
مادام متغيرين اذن نشتق. 
الاشتقاق: - 
0 . 50" 0 فيو 147 117 
7ح الى عن 20 + 57 3 كل 
التعويض : - 
--1 001 1ه د لوه ير زوومنى سي _ “ل 
دك كا ت .اا جه تمك لد 
22 704757 بعوض 22 0-7 6ل 
ديرن 0 
40د -. 
4س 5 


> ١-معدل‏ تغير المساحة: - 


2ه :5001 غ130 0107© :لزوععءاء 1 02 0# 


الفصل الئاك-تطبيقَات الشفاضل 


لعلاقة:- رح -ح إل 





٠؟‏ ى »© جه وووو 


مادام متغيرين اذن ٌ 


الاشتقاق: - 
01 1" 
ل 27 غ4 
1270© 7 2م كل . . 7 14 
التعويض :- -- 40- - 2 - ءا (10) 4-2 - 2 + نعوض 2 ءا (10) 812 0 
01 14 
#40 لح لد 
5 0 


مسائل كرة او مكعب مغطى بالجليد 
الي يتغير بيه هو حجم الجليد ومساحته وسمك الجليد فقط. 
والقانون اما 
حجم الجليد>-حجم المكعب الكل ي(حديد + جليد)- حجم المكعب الحديدي. 
اما المساحة فدير بالك منها 
حيث نطبق مساحة الشكل الكلية-مساحة بدون طرح. 
بكلا الحالتين فان طول ضلع المكعب الكلي<طول ضلع مكعب الحديد+"؟ سمك الجليد من جهتين. 


نصف القطر الكرة الكلي-نصف قطر الحديد+ سمك الجليد من جهة واحدة فقط. 


مثال كتاب- 4 ١١7-د١-خ:-مكعب‏ صلد طول حرفه مم8 مغطى بطبقة من الجليد بحيث شكله يبقى مكعب فاذا بدأ 
الجليد بالذوبان بمعدل 5/ 7773© 6 فجد معدل النقصان بسمك الجليد في اللحظة التي يكون فيها هذا السمك 1217 


(اثرائي) ثم احسب معدل التغير في مساحة الجليد ؟ 


(تحليل السؤال: - منين نبدي ” منطي ذوبان الجليد بوحدة سم مكعب >< / 
يعني وحدات حجم ومادام الشكل مكعب اذن العلاقة علاقة حجم مكعب) | 
الفرضية:- 1 





”5 46 200 07 
نفرض حجم الجليد ١/-‏ معدل تغيره(ذوبانه )-- - 6- 
نفرض سمك الجليد -1-1 معدل تغيره (نقصانه) - © - ؟ 


مساحة الجليد-8 معدل تغيرها ” - ؟ 


١ لم‎ 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 
العلافة:- حجم الجليد فقط- حجم المكعب الكلي (صلد +جليد )- حجم المكعب الصلد . 
3 - 3(+2# + 8) - > (طول الضلع الصلد) - * ( طول الضلع الكلي) - 7 


(عدناا سمك وحجم الجليد يتغيريعني متغيرين اثنين فقط. اذن ننتقل للاشتقاق). 





الاشتقاق: - 
0 0 تمر رمث 09 
01 5 06 
التعويض ؛ - 
> 2ز660 -6- 0 1 .2 + 3)8 - 6- 
01 0 01 ْ 0 
1 1 6- 2ل ل 
5 100 600 06 01 0 


العلاقة:- مساحة الجليد-مساحة المكعب الكلي 
14 - 6)8 - (مساحة مربع)6 - مساحة وجه ٠١‏ 6 - / 


(عدنا سمك وحجم الجليد يتغيريعني متغيرين اثنين فقط. اذن ننتقل للاشتقاق). 





الاشتقاق: - 
22 ارد رمن _ قل 
0 5 0 06 
التعونض ؛ - 
قلت 47 1 >ا 2 1(1 وبهم, _ قل 
ىك 100+ 100 | أل 
-2017-د١-خ:-كرة‏ صلدة نصف قطرها ممع8 مغطى بطبقة من الجليد بحيث شكلها يبقى كروي فاذا بدأ الجليد 
بالذوبان بمعدل 5/ 23ح 5 فجد معدل النقصان بسمك الجليد في اللحظة التي يكون فيها هذا السمك 177 
(تحليل السؤال: - منين نبدي ؟ منطي ذوبان الجليد بوحدة سم مكعب 
يعني وحدات حجم ومادام الشكل كرة اذن العلاقة علاقة حجم كرة) 
الفرضية: - 
نفرض حجم الجليد 0١/-‏ معدل تغيره(ذوبانه )- - 5- نفرض سمك الجليد --1 معدل تغيره(نقصانه) © - ؟ 
العلاقة: - حجم الجليد فقط- حجم الكرة الكلي (صلد +جليد) - حجم الكرة الصلد . 
2 ع( بع 47 _ وي 47 ع( دع 2 - : 41 + السك 
0-86 مام ين اي سان ال ان 
(عدنا سمك وحجم الجليد يتغير يعني متغيرين اثنين فقط. اذن ننتقل للاشتقاق ). 
الاشتقاق : 22-6 2م +بىصس4- 1ك 
بم الاشتقاق :- 0 5 7 
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الفصل الئاك-تطبيقَات الشفاضل 





0 -5 71 


2 +144 - و - 2 12 + 5)جم4 - 2-5 تت - 


011 


0 و 1447 ]ل 


مسائل النقطة المتحركة 





( الاو 2# 1 





فيها حالتين 
الحالة الأولى: - اذا منطي نقطة متحركة تبتعد عن نقطة ثابتة على منحني ومنطي دالة المنحني بالسؤال 
بكون هنا عدنا " متعيرات 


. 327 5 ِ ل عل . 0 00 .. 
<( اذا مطلوب معدل تغير احداثي سيني او صادي 5 ومنطي معدل تغير البعد 77 نستخدم 


4 - ج7) + 214 - ج2) ل - 5 


ونعوض الدالة بالعلاقة الرئيسية ونجعل العلاقة بين المعطى والمطلوب بالسؤال فقط. ونجد المجهول مباشرة. 


<< اذ مطلوب احداثيات النقطة (,)14 نطبق قانون البعد ونعوض الدالة مالت المنحني ثم نشتق 
ويعطي بالسؤال علاقة بين معدل تغير البعد وبين معدل تغير سيني او صادي نعوضها همينا بس بعد 
الاشتقاق ونحل المشتقة مثل المعادلات ونجد قيم لا,ا. 


الحالة الثانية: - يطلب احداثيات نقطة بس هالمرة النقطة ما تبتعد عن نقطة ثابتة وانما فقط نقطة متحركة على 
منحني ومنطي معادلة المنحني. 


ه نشتق معادلة المنحني. 
89 نحلها ونطلع معادلة بين لا 
نرجع نعوضها بالعلاقة الرئيسية ونبسط ونجد المجهول. 


(410) ااستخدما البنود 
لكن من طورها وجعلها بالصورة التي نستخدمها الان هم العلماء العرب -الخوارزمي-البوزجاني 


حيث ان العديد من المتطابقات التي نستخد مما الان هي من اكتشافات البوزجانى. 


فم بهم 
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كس “الت نات "02 32 يور 


مثال-5-١1١7:-لتكن‏ 0/1 نقطة متحركة على منحني القطع المكافيء «4 - 2:ر بحيث يكون معدل ابتعادها عن 
النقطة (7.0) يساوي 5/غ::11] 2 ,جد المعدل الزمني لتغير الاحداثي السيني للنقطة ١‏ عندما يكون 72-4 
(الحالة الأولى_أ). 
الفرضية: - 
نفرض نقطة (7[, )2214 معدل تغيرالاحداثي السيني (ابتعاده )© - ؟ 


590 000 ا و لقف له و ل 05 
نفرض البعد بين نقطتين -5 معدل تغيرالبعدبين النقطتين (ابتعاد) - -- - 2 .0 





+ 7(2 - مو)ل. - 0(2 - ب) + 7(2 - مت)ل. - 101(2 - 72) + 1(2:: - 2:) /. - 


(اذا تحركت النقطة راح يتغير لا,ا ويتغير البعد بين النقطتين 5 ويعني ١‏ متغيرات. بس بهذا السؤال منطي واحد وطالب ثاني اما لاله 
منطي معدل تغيرها ولا طالبه يعني لازم نحذفه بعلاقة ثانوية). 


لعلاقة الثانوية: - نعوضها بالرئيسية لاشتقاة 











2ل 4 - ذبر 
عد4 + 7(4 - 2) /. - 
لاتقاق: - 
01 
4 + 7(2 - 22) 2.7 06 
الد - 
011 
جد 2 70 حك 8 
4.4 + 7(2 - 2./)4 
011 011 011 011 
4 _ 04 4 _ + 4 انو 5 ر_ كل _ 
10 2.5 6 ل 2١/9‏ 01 
7ن ح- 0.2 
01 0 
1111 0 
5 06 
4 
ح4© 
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الفصل الئاك-تطبيقَات العفاضل 


مثال- 54-5 ١١٠7د١»‏ -لتكن /! نقطة متحركة على مذ منحني القطع المكافيء بر - 2[ جد احداثيي النقطة بحيث 
يكون معدل ابتعادها النقطة .02( يساوي ثلثي المعدل الزمني لتغير الاحداثي الصادي للنقطة ١/1‏ 





الحالة الأولى -ب 

الفرضية: - 

شف ع فم نا 5 9 0 
نفرض نقطة (7(. :) 1!! معدل تغيرالاحداثي الصادي --- 9 


500 ا لل 1 ]دم ام .6 0١‏ ان 05 
نفرض البعد بين نقطتين -5 معدل تغيرالبعدبين النقطتين (ابتعاد) - ,ى 


05 207 


معدل تغير البعد بين النقطتين -ثلني المغدل لتغير المحورالصادي يعني 2-2 - 0 


لعلاقة: - 
212 212 
1-- ب [3-بر) + تم - 2-مر) + 0(2- هم ح- 11(5 --072) + 21(5 - 22) /. - و 


(اذا تحركت النقطة راح تتغير لا,* والبعد 5 همينا يتغير يعني عندي 3 متغيرات. هنا جاي يتكلم عن المعدل مالت البعد بين النقطتين 
ومعدل المحور الصادي بس الاحداني السيني لا منطي معلومات عنه ولا طالبه مني. يعني ينرفع من العلاقة بحيث تبقى بس لا, 5 . ندور 
علاقة ثانوية واغلب الاسئلة الي تجي بيها معادلة بالسؤال هاي تمثل علاقة ثانوية). 








د - ررح مي 
2 

سدس #واي- مم 

2720-5-2 ون 


2 1" 
3 | 
[2 -«) + ,2 
نبسط هيج معادلة راح ادخل 2 على القوس واخذ 2 عامل مشترك بالبسط . 


0 0 
بر 2 05 2 0 [3 ار _ 05 


44 3 غ06 
كر + 2.13 ار +2,117 


التعويض ؛- 
01 
فيه ره 3 تسق .هه 
جه (2-2) + نرل,2 (2 - نر) + نال,2 
20 
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ا الفجل الئاك-تَطسمَات التفاضل 1 


1 -1 2 (1 -2)1 
طرفين في وسطين جككتت 0 ِ كلتك - 
3 3 
(2- ن) + نر (2-”) +2 
2 
>3 331 
بالتربيع 14 -317] - [3-م)+ م 2 37-3 - 3-35 ) + نر 2 
2 
نفتح الاقواسنس بره - قرو - | (2- )دراه 
9 
9 + و18 - 2ر9 ع 9 + :و12 - 472 + رر4 9+ -9772 - دجبرو- ترج ر|+ 
لس ها 9 + بر18 - 2ربوو - و + برع - 2ر4 
5ك 0 ح 7ر10 -51:2 0 - 9-9 ترق + برو18 - شبرو4 - رتوو 
0 > (2 - برج 0 - 27 - أب 
0-ل/"ا اما 
2-/! 2-0 -لإاو 
نعوض في معادلة 2 لنجد قيم<« 
تهمل(0,0) 0 - غ2 0 - تعر رد ح شير 0 ع بو 
32 ح ير 2-9 ١‏ م 2 - بو 


112 )1/2.2( 113)-1/2.2( 


تمارين-7١1١٠7-د7:-جد‏ النقاط التي تنتمي للدائرة والتي عندها معدل تغير ا يساوي معدل تغير /ا ؟ 


الحالة الثانية 

الفرضية: - 

نفرض نقطة (17, )2274 معدل تغيرالاحداثي السيني - 

معدل تغيرالاحداثي الصادي 2 لسر كاملا ب 
< )0 01 01 


العلاقة: - 





(اذا تحركت النقطة راح تتغير لا »ا بس مادام عندي متغيرين اذن نشتق ). 
دلت حل 07 5 
ب _الاشتقاق :- عوض 0 - - 2ع 42 + 2 + 22 .2 


غ0 0 4 1 
“التعويض.- 
2 :132001 7 ع 610 60 :لزوععءاء 1 2 اك 





01 01 06 6ك 0 
2 يديديه يم يه لبد كار ح يل - 7و + مر 0 - 4 --2 + 7 + 
عوض معادلة 2 في 1 . 
8 تج 2ز8 + 16 د مر4 + 2ير ل عر4 - 4 + قير 8 - (م7- 8)2 ع4 + 4م27 - 2) + شير 
ب 0 - 120 -82 + 21:2 0 - 12-108 -82 + 21:24 
0 - (6 -:10()8 +2) 0 - 60 ع4 + فير 
اما 0 ح بر 0 ح- 10 دير 
او 6 -عن1 0 1-6 
نعوض في معادلة 2 لان ابسط . 
2 - 10 +2 -(10-)-2 ح برو 0 ح بر 
4- - (6)-2 - برو 6 - بن 


7111)-10.12( 1742 )6.-4( 


مبرهنة رول 


اثبت العالم الفرنسي ميشيل رول :-بانه اذا كانت الدالة مستمرة ضمن فترة معينة وتنطلق من قيمة معينة وتبدأ بالتزايد او التناقص وترجع 
لنفس النقطة فأنها تمتلك نقطة واحدة او اكثر يكون عندها ميل الدالة يعني المشتقة للدالة-صفر. وطريقة الحل :- 


لازم الدالة تحقق الشروط الثلاثة :- 

١-نثبت‏ ان الدالة مستمرة على الفترة المغلقة [0 ,3] 

"-نثبت ان الدالة قابلة للاشتقاق ضمن الفترة المفتوحة ٠(‏ ,3). 

"-نعوض قيمة ج وقيمة ٠‏ في الدالة الاصلية ولازم يطلع الناتج متساوي. 


اذا تحققن الشروط الثلاثة فأننا نقول الدالة تحقق مبرهنة رول . 





ويوجد عدد حرج يجعل ميل المشتقة 0 ونروح نجد قيمة © :- 

١-نشتق‏ الدالة يعني نطلع )1 

"-نشيل كل )ا بالمشتقة ونعوض مكانها © ونخلي الجواب >0 يعني 0- (© )"2 . 
*-نحلها ونجد قيمة © ولازم تنتمي للفترة المفتوحة (ط ,3). 

؛-اذا طلعن اكثر من قيمة ل © تشوف منو الي تنتمي ومنو الي ما تنتمي تهملها . ولازم اكو وحدة منهن تنتمي غصبا عليك . 


2 
5 
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٠/ لم‎ 


00 الفجل الئاك-رَطسيمَات التفاضل 0 


لنوع الأول من الدوال: -الدالة الكثيرة الحدود (خطية) 
0 هاي مستمرة دائما على 
اي فترة ينطيها بالسؤال لان مجالها -8 (كل الاعداد 


الحقيقية). 
في كل مما يأتي هل الدالة تحقق مبرهنة رول؟ وجد 
قيمة ح الممكنة: - 

[0.4]اع كريوك ن كارن 1 


١‏ الدالة مستمرة على الفترة المغلقة |4 .0] لانها كثيرة الحدود 


؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (0.4) لانها 
كثيرة الحدود. 
"-هسه نعوض قيم الفترة بالدالة الاصلية كون يطلعون نفس 
الجواب 
4 - 24 - *0(4- 2) ع (0)] ع (ه)اآ! 
4 - 22- 4232 2) - 4), - (5)م 
الدالة تحقق شروط مبرهنة رول ويوجد ©. 


-2)0- - 8-1 -2)2 - )"7 
0 ع رع ) /ر 
هسه نعوض مكان كل < في المشتقة ب0 ونخاك النانج 0-2 
-- 0 - ع -2)2- 
0م ع - 2 
(0.4) © 2 -حم 
[3.3-] ع22. م9 - ثمر ع (ن) /(3 
١-الدالة‏ مستمرة على الفترة المغلقة [3.3-] لانها كثيرة 
9. 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (3.3-) لأنها 
كثيرة الحدود. 


؟-هسه نعوض قيم الفترة بالدالة الاصلية كون يطلعون نفدس 
الجواب 
رد ار -)] - (ره) 1 
0 -27-27-(3-)0و 


7 + 27- - (3-)9 
30 017 (3)] - (ط) ]1 
الدالة تحقق شروط مبرهنة رول ويوجد ©. 


0 ع زع) ل 9-- 314 ح (خ3) م1 
هسه نعوض مكان كل < في المشتقة ب0 ونخلي الناتج -0 

د 0 - 9 - 3 

3 - ثم 

(3.3-) ع 03+ دع 


ملحوظة من تاخذ الجذر لازم تخلي ( + ) للناتج لان اذا ما خليت 
يعني هملت وحدة من الاجابات . 


هذا الرقم (1.723 - 17/3)داخل ضمن الفترة المفتوحة 
سواع موجب او سالب لان الفترة جبيرة من 3 لحد 3-. 


12200: -2 


7 غ610 0 :لزوعععءاء 1 


[1.1-]ع2. تمر - 4ر3 + ع9 ع (2) /(2 


الدالة مستمرة على الفترة المغلقة [1.1- ] لانها كثيرة 
الحدود. 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (1.1-) لانها 
كثيرة الحدود. 
؟-هسه نعوض قيم الفترة بالدالة الاصلية كون يطلعون نفدس 
الجواب. 
13-) - 1(5-)3 + (9-1 - (1-)/ - ره)م 
5-. 2 1 1ه و عه وام حت 
3-1 +1(3-9) - 3)1(5 + (9)1 - (1),/ ع (ط)ا 
11 - 
000 | ()/ ع (ه)م 
الدالةلا تحقق شروط مبرهنة رول ولا يوجد ©. لفشل الشرط 
الثالث. 


[1.1-]ع د - ثيمر ع (مد) /(6 


١-الدالة‏ مستمرة على الفترة المغلقة [3.3-] لانها كثيرة 
الحدود. 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (3.3-) لانها 
كثيرة الحدود. 
-هسه نعوض قيم الفترة بالدالة الاصلية كون يطلعون نفدس 
الجواب. 

0 -1 +1- - (1-) - :13 -) - (1-)/ - ره) 7# 

0 1-1 - (1) - 1(3) - (1)/ - رط) "1 

الدالة تحقق شروط مبرهنة رؤل ويوجد © . 


(©) '/ر 1 -31:2 - )1 
0 ح- 
هسه نعوض مكان كل < في المشتقة ب6© ونخلي الناتج -0 
0 32-1 

1 -362 
1 
ل 
0393© 


1 
96-3 ل ددعم 
. ( 0 
ملحوظة من تاخذ الجذر لازم تخلي ( + ) للناتج لان اذا ما خليت 
يعني هملت وحدة من الاجابابع 
هذا الرقم (0.57 - - ح)داخل ضمن الفترة المفتوحة سواء 
تتوجب اوسالب لان الفثرة جيل أن 1آلحد1-. 


10-2« ط طظش 1/1212 





[1.1-] ع2 


4 - 6ئت) - () /401 


الدالة مستمرة على الفترة المغلقة [1.1- | لانها كثيرة 
الحدود. 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (1.1-) لانها 
كثيرة الحدود. 
''ا-نعوض قيم الفترة بالدالة الاصلية 


4 - 24- - 3(5 - 1(45-)) - (1-)/] - (ه)7 
4 - 24 - 3(5 - 1(5)) - (1)] - (رط)1 


الدالة تحقق شروط مبرهنة رول ويوجد 6©. 


(4:)22-3 - م2 .(3 - 2222 ح (خ3) 1 
ْ 0 ع رع) 'ر 

هسه نعوض مكان كل < في المشتقة ب0) ونخلي الناتج -0 
0 - (3 - مم4 
اما (1.1--) ع مدع 0 د ع4 

او 

0 3 كم 
(1.1-)©6 7/3 دع 2-3 


[1.3-] ع2 4 -2]) ح () /(5 
١‏ الدالة مستمرة على الفترة المغلقة [1.3- | لانها كثيرة 
لحدود. 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (1.3-) لانها 
كثيرة الحدود. 
"-نعوض قيم الفترة بالدالة الاصلية كون يطلعون نفدس 
الجواب 

66 -24- -1(1 -1-) - (1-)/ -ح (ه)اآ1 

ْ 6 - 24 -ح 11 - 3) -ح (3),/ ح (6)اآ1 

الدالة تحقق شروط مبرهنة رول ويوجد © . 


0 ع ) زر 1 13 -«4)2 ح ن3[) م1 
هسه نعوض مكان كل < في المشتقة ب0 ونخلي الناتج -0 

2 0 ع 1(3 جع)4 

)6-15-0  ؟/نيفرطلل‎ 

(1.3-)ع 1د-م 0 1 حم 


لم 5 


1320012: 2 


الفصل الئاك-تطبيقَات الشفاضل 


7ع 0610© :لزوعععءاء 1 





6ح غير 2 ريد ) 7 


[1.4-]|ء ند 


١-الدالة‏ مستمرة على الفترة المغلقة [1.4- ] لانها كثيرة 
الحدود. 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (1.4-) لانها 
كثيرة الحدود. 
'-هسه نعوض قيم الفترة بالدالة الاصلية كون يطلعون نفدس 
الجواب 

4 - 3 +1 - (1-)3 --1(45-) ح (1-))/ - (ه)ا! 

4 - 12 - 16 - (3)4 - 4 - (4)] - رط) ]1 

الدالة تحقق شروط مبرهنة رول ويوجد 0. 


9)/ 2-3 - )"7 
0 ح- 
هسه نعوض مكان كل < في المشتقة ب6© ونخلي الناتج -0 
0 - 3 -26 
3 - 26 
(3.3-) ع 2 000 
3 + عر4 - غير 
[1.2] عع ل لح («) /ر(10 
2ح يعر 
نجعل المقام - 0. 
[1.2] ع 2 حير 0 -2-يم 
١-الدالة‏ غير مستمرة على الفترة المغلقة |2 .1إلان - غ1 
[1.2! 0 2 
الدالة لا تحقق مبرهنة رول ولا يوجد 6©. 


ميشيل رول (بالفرنسية: (ع5011 اعطءذالاا. 
(ولد في أمبير بمقاطعة أوفيرن الفرنسية في 21 
أبريل 1652 وتوفي في باريس في 8 نوفمبر 
9 هو عالم رياضياتا فرنسي' اشتهر 
بوضعه مبرهنة رول (1691). كما كان أحد من 
اشتركوا في ابتكار طرق الحذف لحل المعادلات 
بالمصفوفات والمسمى الحذف الغاومي في 
أوروبا (1690). ضم إلى عضوبة الأكاديمية 
الفرنسية للعلوم سنة 1685. في سنة 1690 
نشر رول كتابه “رسالة في الجبر” (بالفرنسية: 
(عءطععام'ل 1316 ). 
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1 الفصل الئاك-تطسيمَات التفاضل د 


لنوع الثاني من الدوال :-بالنسبة للدالة الكسرية ما 
020 نكول مستمرة لو لا. 
أ-نجعل المقام -0 ونحله ونطلع قيمة .» 
ب-اذا تنتمي للفترة بالسؤال نكول يابه الدالة ما 
مستمرة ولا تحقق رول وننهي الحل. 


ج- بس اذا طلعت ما تنتمى بهاي الحالة نكله مستمرة 
وقابلة للاشتقاق ونستمر بالحل. 


2 ]ع 


١-نتحقق‏ من الاستمرارية: - نجعل المقام - 0 . 
1 
١-الدالة‏ مستمرة على الفترة المغلقة | 5:2 | 
لان ]2.2 © 0 -2. 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة ( 2:2) 
لذن (2.2) © 0 -12, 
'-هسه نعوض قيم الفترة بالدا 


الجواب 


+2 كر مره 


له الاصلية كون يطلعون نفس 


5 -1+2.2- +22 - (2), - رمم 


نم 0 


5 -2.2+2-4+1 - (2)/ - (5)م 


الدالة تحقق شروط مبرهنة رول ويوجد ©. نبسط الدالة قبل 
اشتقاقها حنى ما نشتقها قفسمة دالتين. 


7 5ت 
ات ح- (2) ر 


هسه نشتق 1 رج + ع2 - 


/' 6 - 2 - 222 - 2-5 


0 ع رع) ل 
هسه نعوض مكان 6 رفك الذ شتق ب .| نولي نذا 0 
2-26 
2 
2-2 
2 
1 ---2 
232 © 
1 
(2.2) 16د وك دم 
2 )1 5 
2 حوق 


2ه :1 500ع130 


7ع 610 0 :لزوعععءاء 1 


النوع الثالث:-بالنسبة لدوال (© 05» . 6 512) هذن 
مستمرات دائما لان مجالهن هو . 

أ-اذا الزوايا ما متساوية لازم نساوي الزوايا والافضل 
دائما الكبيرة ننزلها الى الصغيرة ونستخدم قانونين 


5 
0 51110 2 جح 511120 
0 -1 -ح 20526 
1 -0526ع2 - 
ب-هنا © يمثل الزاوية ولازم احنا حافظين قيم الزوايا 
المحورية والخاصة. 


واذا طلع 1.0.1- -ح 6056 .528:0 فان الزاوية 

0723 1 5 

ية . اما اذا الت لش 
00 طلع ا د 

فان قيمة الزاوية خاصة (. 1 0 وتطلع قيمتين 
للزاوية من اشارة الربع ا نروح نطلع السعة 


--+4 205222 ح (2) 11 


1 1 
0 ح- ©05»© .51110 


اع0.27] ع در 


١-الدالة‏ مستمرة على الفترة المغلقة |27 .0] لان دالة ©2056 
مجالها 8 . 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (27 .0) لان 
دالة 20056 مجالها: 
'-هسه نعوض قيم الفترة بالدالة الاصلية كون يطلعون نفدس 
الجواب 
3 -2.1 +1 - 22050,-+ (2052)0© ع (0)/ - (ه) م1 
202577 -+ (21) 2052© ع (ع21)/ - (زط) 1 
257 2 -ل (41) 05 - 
زاوية زوجية راجع الفصل الاول - 
0 2.1 + 1 - 
يعني في الربع الاول والربع الثالث .نجد السعة الاساسية همينا. 
في الربع الاول:- 
5م 
١ 7 7 4 ٠ 95‏ 
١‏ 5 _ 47+72 1 
0 - 60 +7 دم 


تنتمي ونهمل الباقيات . 
0.27)ع 5 دم 
5 4 ' 4 





4 
هسه نقارن قيم 0 ونأخذ بدس لي ت: 
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الدالة تحقق شروط مبرهنة رول ويوجد © . 
2- >< 2 + 2 :511121- ح (كل) "1 
ع1 -2511121- ح- 
' 0 - 0)'/ 
هسه نعوض مكان كل < في المشتقة ب0) ونخلي الناتج -0 
2 ب 0) - 25111 -251112- 
نوحد الزوايا 0 - ©5111 + © 51112 
0 - ©5111 + 056 251116 
0 ح- (1 + ©05»© 2) ©5111 
اما 
محورية 0 ح- ©5111 
..... ...21.3318 . 0.7 دع 
0 - 1 + 056 2 
1 - -2056 2 


1 ا 
د - - 0056 


1 
جح حدم 


وبما ان اشارة ©2005 سالبة يعني انه يقع في الربع الثاني والثالث 








47 376-75 11 0 
0 0 1 دج حدم 
١‏ 47 _ 7 376 1 
- 2 نكن - 0 + 7 دم 
هسه نقارن قيم 0 ونأخذ بد سآلي تند ا 
(0.2376) 6 ..... ... 0.21.336 - 6 
417 211 


1--+511132 ح (2) [(12 


ا0.2] ع عد 
١-الدالة‏ مستمرة على الفترة المغلقة |27 .0] لان الفترة تقع 
نْ مجالها . 


ضمن 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (212 .0) لان 
الفترة تة تقع ضمن مجالها. 
- هسه نعوض في اكي 0ر21 كون يطلعون نفدس 
الجواب 
1 -1 +0 -ح 2050 + (511:)0 ع (0)/ - (ه) ”1 
1 -1 + 0 -0521»© + (5111)212 ع (ع21)/ - زط) ”1 
الدالة تحقق شروط مبرهنة رول ويوجد © . 
عب17--2051© ح (10) ”1 
| 0 - )م 
هسه نعوض مكان كل < فى المشتقة ب© ونخلى الناتج -0 
١‏ 0 - مجناى دعوم 
- )205 
(هسه افكر بيني وبين نفدسي واجاوب يا زاوية يتساوى بيها 
©5111 - ©2056 ؟ اممم .فقط45 . لكن يتساويان بالربع الأول 
والربع الثالث لانهما في الربع الثاني والرابع يختلفان بالإشارة 
لذلك غير متساويان ) 
٠ 5‏ في الربع الأول 1 
حص (20.272 3 4 ك6 


2 :50012 ع130 


الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 
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** في الربع الثالث 


[0.2] ع 25 2 + ح- 86 +72 - 
2 . 24 4 7 جل 7 - 0 


[27 .0] ع حت (2) 11 


توضيح: -دالة 131 دالة كسرية لذلك احولها الى اصلها واحلها 


حسسبب الطريقة الكسرية بو 
المقام -صفرونتأكد منها تنتمي تند 





52111 
- 401113 ع رو 
)0 
0 11 
[0.27] © -ج-.ج - نر 0 - 0522© 
اذن الدالة لييست مستمرة على الفترة المعطاة لان 
2 .0ع 37 11 
2 . 2 


توضيح ما مستمرة لذن هذان الزاويتين يجعلان المقام صفر 
ويقعن ضمن مجال الفترة بالسؤال فتصبح غير معرفة لذلك 
تكون غير مستمرة لان يوجد قطع. 


أحدث التلاميذ جلبة شديدة في الفصل فقررالمدرس 
معاقبتهم بإعطائهم مهمة صعبة ينشغلون في حلها. 
المهمة الني ظلب من التلاميذ القيام بها هي جمع الأعداد 
مابين! ٠٠١5‏ .رظن المعلم أن الهدوع سيعود إلى الفصل 
وأن انهماك التلاميذ في حل هذه المسالة الحسابية 
سيستمر ساعات, لكن لم تمض بضعة دقائق حتى تقدم 
صبي من المعلم وقال له أن محصلة جمع الأعداد هي ٠0٠‏ ء0. 
انعقد لسان المعلم من الدهشة د ثم سأل الصبي: : كيف 
توصلت إلى هذه الإجابة الصحيحة؟ فقال الصبي إنه لاحظ 
أن نائج كمع + ١.اهوا ٠٠‏ وناتج جمع 1 +99 هو أيضاا١ ٠‏ 
وناتج جمع 98+1١‏ هو كذلك١ .٠‏ ويتكرر الأمر حتى نصل إلى 
+ان إذا كل ما علينا هو أن نضرب١ ٠‏ في 0٠‏ وهي عدد 


مرات التكرارفيكون الناتج ٠0٠‏ 6 


كان هذا الصبي النبيه. ابن التسعة أعوام, هو الرياضي 
الألماني العبقري كارل فريدريش جاوس. وقد دلت هذا 
الحادثة على دقة ملاحظته. ورهافة فهمه لعلم الرياضيات 
كوسيلة مبتكرة لفهم وتوصيف الظواهر الطبيعية. ارتبط 
جاوس منذ صغره بعالم الأرقام, حتى أنه نفسه كان يقول 
أنه تعلم الحساب قبل تعلم الكلام . واستمرت هذه 
العلاقة الحميمة طيلة حياته. نجع خلالها في اكتشاف 
طبيعة الأعداد الأولية. واستطاع تطوير مفهوم الأعداد 
المركبة. التي ساعدت في حساب الكثيرمن الظواهر 
الفيزيائية. ولم يرتض هذا الرياضي الكبير أن تظل أفكاره 
مجردة تعيش في عالم الجبر والحساب. فاستثمر 
نظرياته وملاحظاته في مجالات مفيدة من الحياة العملية, 
مثل قياس سطح الأرض وحساب مسار الأجسام 
الفضائية وتحديد موعد عيد الفصح فلكيا. 
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النوع الرابع من الدوال: -اذا كانت الدالة مجزئة الى شطرين نقوم بما يلي 


ا-نحدد العدد الفاصل بين الدالتين وهو الرقم المشترك بينهم. بعدين نعوضه بدالة الفترة المغلقة من جهتين او تحتوي علامة 
يساوي مع الاكبر من او اصغر من .ولازم يطلع ناتج (يعني الدالة معرفة ). 


١-نحدد‏ دالة اليمين ودالة اليسارونعوض الحد الفاصل فيهما كلاهما . لازم كون يطلعون متساوين . 
“-ناتج نقطة الازم -ناتج نقطة .أي نقطة تفشل مذها وننهي الحل ونكول الدالة غير مستمرة ولا تحقق شروط رول . 
واذا تحققن الشروط نكول مستمرة . ثم نشتق ونعوض بالدالتين لازم متساوين ايضا ثم ناخذ دالة المغلقة ومنها نجد العدد 


الحرج. 
س!١١‏ برهن ان الدالة تحقق مبرهنة رول وجد قيمة ع 
ان امكن 
يمين 1.21-] ع  .‏ 271 
يمين [ ١‏ 1 : ' 00 
يسار (1-.4-] © 3. 1 


الحدالفاصل هو1- << 
١-نثبت‏ الاستمرارية حسب قواعدها الثلاثة. 
معرفة ‏ 2 -<1 +1 -1 +1(5-) -(1-)/(1 


1-2 + *1(5-) - 1 + 22 «رررزا 


11+ ح ري)؟ بوذا 
1- - 1 -_«ورذا 0 
بجع 


الغاية غير موجودة لان 1.2 + 1.1 
الدالة لييست مستمرة ولا تحقق شروط مبرهنة رول ولا يوجد 
0 


اثرائي: -برهن ان الدالة تحقق مبرهنة رول ضمن 
الفترة [5 .4--]وجد قيمة ع ان امكن 


0-5 
<< ول" 


ولدلا حاف / 


الحد الفاصل هو 2 - (الى جوى دالة يمين لان اكبر والفوك دالة 
يسار) ١‏ 

١-نثبت‏ الاستمرارية حسب قواعدها الثلاثة.(نعوض الحد 
الفاصل بدالة الي بيها يساوي ) 


1- /02(- )2(5 - 4  ةفرعم‎ 


1200: 02 
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4 - 2(5) ح غير روز[ 
27ج 


4 - 4 - 4.2 - 4 - :4 بسنا 
بيع 
الغاية موجودة لان 1.2 - 1,1 


- (2) 1 رو -2 


() سنا - (2)ر - 3 
الدالة مستمرة على الفترة [5 .4-] . 
؟-نجد المشتقة (ونعوض فيها قيمة 2< ويجب ان تكون 
القيمة متساوية). 
20 _- / 
/ ا - (2) "2 
نجد(1)2. 
4 - 2.2 / 
1 -2)" 
متساويان. الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (4,5-) 
-نعوض قيم الفترة (ط, 2) بس نعوض كل رقم في مكانه ضمن 
اليساراو اليمين لازم ()1-(1)3. 
6 ح 4(5-) ح (4-)/ - يسار - (م) 1 
6 7 5 .4 - (5)/ - يمين - (7)58 
الدالة تحقق شروط مبرهنة رول ويوجد © نشتق دالة اليساوى 


٠ 


0 - 0)/ | ح )"7 
هسه نعوض مكان كل < في المشتقة ب0 ونخلي الناتج -0 
() - 26 
(3.3-) ع 0-حع 
لم نكن ان نصل الى ما وصلنا له من خيبة وخسران و 
اميار لولا 
الجبل 
٠‏ التقديس 
الخوف 
الجبل بالنفس وقدرتها على التفكير والاتكال على جعل 
الاخرين يفكرون مكانك. واعتقادك ان بعضيم مقدس 
على الا يخطأ والخوف من الطغاة هي السبب ني كل ما 
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0 الفصل الئاك_-تطبيقَات العفاضل حده 


مبرهنة القيمة المتنوسطة 


تم تعميم مبرهنة رول لتصبح مبرهنة القيمة المتوسطة. التي تنص :- 


فان الدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة ويوجد عدد حرج عنده ميل المماس للدالة -ميل الوتر . ولغرض ايجاد العدد الحرج نتبع ما 


يلي :- 


١-نجد‏ ميل المماس -المشتقة الاولى للدالة ثم نعوض فيها قيمة ع فيها لتمثل ١‏ 


"-نجد ميل الوتر حيت نجد (0)# ,(3)* ونجد ايضا (0-2) ثم 


"-نجعل ميل الوتر-ميل المماس ومنها نجد قيمة ع ولازم تنتمي للفترة المفتوحة 


المماس يوازي الوتر 
2 
ميل الوترت 


(>) ر-(5) /ر 
© - م 


حو 


0 حل 


ل ل 








( «) كرع مر 


حر اح نك و ين -ر فان ميل المماس حميل الوتر 


برهن ان الدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة ضمن 
الفترة وجد قيمة © ان امكن 


[1.7-]ع 4 + ع6 - شر ع (مد) ر 


١-الدالة‏ مستمرة على الفترة المغلقة [1:7-] لانها كثيرة 
الحدود. 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (1.7-) لانها 
كثيرة الحدود. 
الدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة المعطاة 
ويوجد 0 تجعل ميل المماس -ميل الوتر. 
نجد ميل المماس. 
6 -22 ح (2) "1 
20-6 - )2 - ميل المماس 


14-) - (1-)/ - (رم)م 
1- 


4+ (6)7 - 7(2) - (0)م - رمام 
1 - 4 +7 ع 4 + 42 - 49 - 
8 -7+1-(1-)-7 دجم 
0 11-11 0 
ري و لجل د لش - ميل الوقر 


نجد ميل الوتر: - 
4+ 1+6 -4 +(1-)6- 


1200: 2 
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[1.5-]ع 5 + ع4 - ير ع (من) زر 


١-الدالة‏ مستمرة على الفترة المغلقة |5 .1< ] لانها كثيرة 
الحدود. 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (1.5-) لانها 
كثيرة الحدود. 
الدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة المعطاة 
نجد ميل المماس 
4 --22 ح (2) "1 
4 -ع2 -ح (ع)'// - ميل المماس 


“تح - (1-)ر - (م)م 

0 ح- 5 +4 +1 - 
5 + (4)5 - *(5) - (5)] - (رط)]1 

0 - 5 +5 ح- 5 +20 - 25 - 
6 1 +5 -ع-(1-)- 5 عن -ز 

0 10 - 10 _ 0 

100-141 - ميل الوتر 

ال -ميل الوترونطلع قيمة0 . 
4 - 2 0) - 4 -- ع2 

(1.5-) ع 2 دعم 


نجد ميل الوتر: - 
 4)-1(+ 5‏ 





0530-2 1ط 1/1122 





5: 


هسه نجعل ميل المماس -ميل الوتر ونطلع قيمة2 . 
6 - 26 0 - 6 -- 26 
(1.7-) ع 3ح-عم 


حعني تبراك زور 


ادالدالة منستمرة ع الققرة المقلقة 1.21ب] لاتها كثيرة 
الحدود. 

١-الدالة‏ قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (1.2-) لانها 
كثيرة الحدود. 

الدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة المعطاة 
ويوجد 0 تجعل ميل المماس -ميل الوتر. 


[1.2-]ع 


نجد ميل المماس 
1 -31:2 ح (من) ”1 
1 - 32خ ع)'/ ح ميل المماس 
نجد ميل الوتر: - 
1 -(939-1 ترووة) - (1-)/ - (ره) ”7 
171-151 - 


1-8-3-5 -(2)- 26 2:27884556 رم 1 
3 -2+1-(1-)-2 دج تتم 


6 _(1-)-5 (»)/-(ط6)/ 
7 ا 


يه م 


هسه نجعل ميل المماس -ميل الوتر ونطلع قيمة©. 


3602-1-2 
302- +2 


1+ -ع 
(1.2-)ع 1 دعم 


(1.2-) # 1- دم 


1320012: 2 


الفصل الناك-تَطبيعَات الشفاضل 


- ميل الوتر 


7ع 0610© :لزوعععءاء 1 








2 -]ع -ت 2 
[1.2-] ع - )و 
١-نثبت‏ الاستمرارية: - نجعل المقام - 0 . 

[1.2-]6© 2-ح تبر 0 - 2 + عن 


١-الدالة‏ مستمرة على الفترة المغلقة [1.2-]لان - 2 
21 تس 
؟-الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (1.2 -) لان 
(1.2-) © 2 ح بر 
الدالة تحقق شروط مبرهنة القيمة المتوسطة ويوجد © 
يجعل ميل المماس -ميل الوتر. نجد ميل المماس 
مشتقة المقام البسط مشتقة البسط المقام 
15 4 (0) (2+2) 
12 + م 0 
4 


/ 


0 +2 


4 
] - (ع)'م - ميل المماس 
نجد ميل الوتر: - 





- - 4 


12-7 - (1-/ - 0م 
4 


1 ع - كم - (2)ر - (ن)م 
8 -1-2+1-)-2 دهم 
7 3 4 1-4 100 0ك ب ميل الوتر 
هيا معل ميل المماس -ميل الوترونطلع قيمة0 . 
22 ج+ه6) 
4 -ح 2(54 +ع)1- 
4- 
4 - « - *(2 +ع 


- 2(5 ل+دع) 


2 -2 4م 

2 - 2 + © اما 

(1.2-)ع 2-2-0 جع 
2 -2 +»© أو 

(1.2-) # 4ح 2 2 حم 


10-2« ط طظش 1/1212 


الفصل الئاك-رطسمّات الشفاصل 


النوع الخامس من الدوال 





الجذور الفردية اعظم علماع الرياضيات 
دائما تكون مستمرة. ومجالها م5 هل تعرف اعظمهم على الاطلاق؟ سنتعرف 
د | ا عليهم بالتسلسل التنازلي 
فابليه الاشتقاق لازم نشتق وحسب نوع ناتج الاشتقاق ١ ١‏ 
اذا صارت المشتقة كسرية نجعل المقام ٠-‏ ونجد قيمة المرتبه العاشرة فيتاعورس 
“ اذا تنتمي للفترة فأنها غير قابلة للاشتقاق والعكس 


فيثاغورس ساموس 05 200125 طابرم 
: 531005عالم رياضيات وفيلسوف يوناني, 
ولد في عام 0/٠١‏ ق.م. وتوفي في عام 201 
2 , 08 ق.م., اشتهر بنظرية فيثاغورس النى 
[2,7-], 1[+«ااثم - 1 5 ١‏ ل 00 0 
ظ ْ 1 ( ) تحمل اسمه (على الرغم من عنور على رقم 
أنه + .ه - مم | طينية تحمل معلومات عن تناسب اضلاع 
١-الدالة‏ مستمرة على الفترة المغلقة [2.7-] لان دالة الجذر المثلثات والدوال المثلثية لدى البابليين )الا 


صحيح. 
اما اذا غير كسرية فهي قابلة للاشتقاق دائما. 


التكعيبي مجالها 8. ١‏ 9 1 و 4 
-نشتق الدالة ونبسطها كلش ١‏ 1 انها اشتهرت باسمه والتي تعد من اهم 
حر -جبت- 1(5 رس - 0م النظريات في علم الرياضيات وتعتبر قاعدة 
“ 1(3 +308 لمعظم النظريات الاأخرى . كان فيتاغوردس 
نجل المقام س0 أهم العلماء الذين ساهموا في تطو 
(2.7-) © 1- ح بر 0 - 1 + عد من اهم ع اتديل ضموافي ير 
اذن الدالة غير قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (2.7-) الهندسة 


لذن (2.7-) © 1- -12, 
الدالة لا تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة المعطاة . 


النوع السادس من الدوال 
دالة الجذر الزوجي 
الحل يكون حدسسب البرنامج التالي: - 
** نجداوسع مجال للدالة بجعل 0 < ما تحت الجذر. ونحل المتباينة ونجد قيمة ا. لتمثل قيم المجال المسموح 
** نثبت|ان الدالة مستمرة حسب قواعد الاستمرارية الثلاثة لكل رقم من ارقام الفترة المفتوحة (معرفة -الغاية 
موجودة-الغاية-الدالة). 


** ثم نثبت الاستمرارية على طرفي الفترة من جهة اليمين واليسار عندها ثبتنا الاستمرارية. 
** اذا كانت الفترة بالسؤال تقع ضمن مجال الدالة فان الدالة قابلة للاشتقاق . 





ثم نكمل باقي خطوات الحل. 
ظ ظ , 
نجد مجال الدالة. 
0< تقلب 7 < 25 0 < 2< - 25 5 > عر + للطرفين ١/‏ 5 > 2« 


2 :012 0م13 7 ع 0610© :لزوععءاء 1 #702 


الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل 


المتباينات من تاخذلهن الجذرخلي (7) يم« 





2-5 تن 1-« 5>*- أو 5 >*#د اما 
اي متباينة تضرب في سالب تقلب علامة الاكبر. اذن مجال الدالة هو 5 > 2 > 5- 

مجال الدالة الفترة/5,5-/ 

ا-نثبت الاستمرارية :-4 -:-على الفترة المفتوحة (0 ,4- ) 


1ع 0 (4.0-) -[ 
موجودة # ح 2ه 0/25 - (8)" دنا - 2 معرفة هع 2ه- 25/ - (©)س -1 
ل سن ح- (©)) - 3 
اذن الدالة مدبية<ة ضهن الفترن0 فتوحة (0 ,4 - ) 


8-نثبتان الدالة مستمرة ضمن الاطراف .(بحيث نعوض (3) بالدالة ونعتبرها من اليسارونعوض (0) بالدالة ونعتبرها يمين وثم 
نعوض بالمشتقة ولازم يطلع نفس الجواب ). 


5 - 10/25-0- 22 - 15 !1 ح- (0)/ر , 3 - 22-1/25-16 - 5 «دذا - (4-) زر 
اذن الدالة مستمرة على طرفي الفترة .وهذا يعني ان الدلة مدستمرة على الفترة5,5-/ 
؟-بماان مجال الدالة5,57-/ والفترة المعطاة هي (0 ,4- ) وهي محتواة ضمن مجال الدالة اذن الدالة قابلة للاشتقاق 





(شوف يعني اي رقم من الفترة ما يسبب مشكلة اذا اعوضه بالدالة لذلك نكول محتواة ضمن مجال الدالة ). 
اذن الدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة ويوجد »© يجعل ميل المماس -ميل الوتر. 


0- _- 
7677/25 > لزني" ا 2 07 / 
نجد ميل الوتر:- 
4 - (4-) - 0 دعو دق 5 - 1/25-0 - (0), - (5)/, 3 - 16 -25/ - 4-), - (ه)ر 


2_1 _ 5-3 _(م6)/-(6/_ 
4-2--2-2-4 م - - ميل الوتر 


هسه نجعل ميل المماس -ميل الوتر ونطلع قيمة© . 


- 


1 
فين/ 5 -<2م ‏ 25 -ثم5ها 5- م4 دشم 3ع 25 - 42 بالد ح- 
بعري بالترديع << 2-2-2 





(4.0-) # 5د دم او (1.2-)ع طلسددم اما 71/5 دعم 


و 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 
عندما تكون مبرهنة رول متحققة 
حسب منطوق السؤال ومطلوب مجاهيل 


بل _ ل لب ا ,م 


نجد («)* ثم نعوض مكان ع-, ونجعل نعوض قيمتي الفترة [0.8] بالدالة الاصلية ثم 
' نجعل (6)/ - (0)/ لتصبح معادلة. 
0-0" لتصبح معادله ار / 





4« اخخارج:- 5 + م4 - 2:2ه - (2)/ دالة تحقق مبرهنة رول على الفترة [1.5-] فاذا كانت 


(1.5 -) ع 2 دع فجد قيم [ ع .0ه 


الحل:- 
بماان الدالة تحقق مبرهنة رول .اذن 0 -رع) / 
0 ح- 4 - مم4 0 - 4 - (20)2 92خجعم 4 - :2012 ع ر(مد) '/ 


1 7 4 4 
جد سا اح - 1 
2-4 


ولدينا (8)م/ - (0)/ ديربالك ترى نعوض بالدالة الاضلية قيم الفترة. 
0 -ح 5 +4 +1 -ح 5 + (1-)4 - 1(5-)1 -ح (0) زر 
5 + ط4 - 2م1 - (طار 
0 - 5 م4 -2م نصفرها 0 2 5 + 4 - 2م ج (ط))/ ع (0)] :. 
تجربة 0 - (1+ 5()6 - 5) 
[5 .221 5 -ط<٠‏ 5-0-ط اما 
[1-.1-] 1 رز 1-0+م او 
يهمل لان ما يصير الفترة من رقم الى نفس الرقم هذا يجعل قيمة © ما تنتمي وتناقض السؤال . لذلك تهمل. 
اثرائي:- 2 + رم - 8 ع (82)/ دالة تحقق مبرهنة رول على الفترة [4 .7] فاذا كانت (4 .+7) © 3 - ع0 فجد 
قيم 9[ جح 0.11 
الحل:- 
بماان الدالة تحقق مبرهنة رول. اذن 0 ع ) 'ر 
6 - 0 0 - 2.3 44م 3-م 22 + 0- ح (ع2) / 
الدالة ير + عر6 - 8 ع (2) ر 
ولدينا (8)/ - (0)/ ديربالك ترى نعوض بالدالة الاصلية قيم الفترة . 
رز + ع6 - 8 ع (8)] - (0) رز 


و 
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الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل 


0 - 16 +24 -8 -ح 42 + (6)4 - 8 ح (4), - (6) رز 





0 - 8 +62 - مر نرتبها 0 - 2م + 8-6 ج (ط)ر - (0)] :. 
تجربة 0 - (2 -4()2 -2) 
يهمل [4.4] 4 دطا 4-0 -ط اما 
[2.4] 1-2 0 8-2 او 
اذا القيمة المتوسطة متحققة. 
» نجد ميل المماس من مشتقة الدالة وتعويض قيمة ». 


7 نجد ميل الوتر 
*. نجعل ميل الوترح-ميل المماس ونجد القيمة المجهولة في المعادلة او الفترة. 


.<<( 50 #ير4 - ثمر ع (م2))/ 8 جح 8 .0] :ثم وكانت ]دالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة عندع 5 - ع 
(8.4) فجد قيم © ح م 


بماان الدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسط كو الفتر المعط؛ة##اجد © تجعل ميل المماس -ميل الوتر. 


نجد ميل المماس . 
5ة_ دوه )ع )وه نر زعب مزل المعاين 82 - 32:2 ح (من) ”1 
3 © 3 3 3 
5 
3 3 3 
نجد ميل الوتر:- 
“4 - 5م ع (ط)اآ 0 ع 4)0(5 - 0(3) ع (0), - (ه) !1 
(0) -م دم م 
هسه نجعل ميل المماس -ميل الوثر ونطلع قيمة0 . 
0 - (2 -2()6 -ط) 0 - 4 +د م4 - ثكمو 4 ح 4 2ج« 
حير 0 -2-م 0 -6-2(2) 
المرتبة التاسعة 


ليوناردو بيسانو : 8190110 515300 023100مع ايعرف أيضا بليوناردو فيوناتشي عالم رياضيات ايطالي . ولد في عام ١١١١ام‏ وتوفي 
في 0٠‏ ١ام‏ اهومن علماء الرياضيات موهبة في العصوربوتديطن لقب بالعالم الحديث لنشره نظام الترقيم العربي في اوروبا ؛ 
واشتهرأيضا بمتتالية فيوناتشي التي سميت باسمه وله مساهمات كبيرة في تطوير حقل الرياضيات الحديثة . 


قديظن احدهم ان اسهامات بيسانو لا تستحق ان يوصف من الأعظم لكن نشره الترقيم العربي في اوربا قفز بالعلم الرياضي 
قفزة هائلة بعدان كانت أوروبا تستخدم الترميز اللاتيني المزعج . لذلك هو واحد من العظماء. 


و / 


2 :50012 غ132 7ع 0 :لزوعععءاء 1 #7002 


الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 


1د" م2 د كيو - ())/ 8 + [:0.1] :/ وكانت عدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة عند5 دمح فجد 
قيم +[ ح 11 





بماان الدالة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة المعطاة يوجد © تجعل ميل المماس -ميل الوتر. 
نجد ميل المماس . 
8 -2 -10 -2 -2.5 - (7')5 - 0)'/ ح ميل المماس 2-2 ح )"1 
نجد ميل الوتر:- 
0 > (2)0 - *(0) > (0)/ - ره)1 
3 - 15 ع (0)]/ - (ط)اآ 
-(0)-2 دمجم 


_- _2 _- آذآ .2 
ام 5557 سان 8 ساف 185 هس عند 8 كا لا - ميل الوتر 


1 1 1 0 - 
هسه نجعل ميل المماس -ميل الوتر ونطلع قيمة0 . 


11- 2- 8 11- 2+ 8 - 0 ]0.10([ 


المرتبة الثامنة . 


فيلهلم لايبنتز :012 طاع ا مراع /الاعالم رياضيات وفيلسوف ألماني ولد في عام 1 ١12‏ وتوفي في عام 1 ١/١‏ احتل مكانة مميزة في 
تاريخ الفلسفة والرياضيات . بدأ حياته كمحامي ثم اتجه للفلسفة والرياضيات اشتهر باختراعه علم التفاضل والتكامل 
الرياضياتي وبقضله نحن الان نكتب هذه الاسطر. وكان من ن أكبر منتجي, الألات الحاسبة الميكانيكية. وقام باختراع عجلة ليبنتز 
التي استخدمت في المترالحسابي . وعدل أيضا النظام الرقمي الثناني. 


المرتبة السابعة 
السير إسحاق نيوتن 


يمكنك القول عن نيوتن أنه فيزيائي, عالم رياضيات. عالم فلك. فيلسوف,. كيمياني. لاهوتي. وواحد من أكثر الرجال تأثيراً في تاريخ 
البشرية. قدم كتابه “الأصول الرياضية للفلسفة الطبيعية' ليُصبح الكتاب الأكثر تأثيراً في تاريخ العلم. 


قدم “نيوتن” قانون الجاذبية الأرضية الشهير. وقدم مساهمات هامة في مجال البصريات. وشارك في وضع أسس التفاضل 
والتكامل. وقام بصياغة قوانين الحركة وقانون الجذب العام. وقام بصناعة أول مقراب عاكس عملي. ووضع نظرية عن الألوان. 
كما صاغ قانون عملي للتبريد ودرس سرعة الصوت. 


وقد إختاره علماء الجمعية الملكية في بريطانيا في إستطلاع أقامته الجمعية عام ٠٠00‏ بأنه أكثر من أفاد العلم على مدارالتاريخ. 
أنا جاهل لا أعرف إلا حقيقة واحدة. وهي أنني لا أعرف شيئاً. -إسحاق نيوتن 
يأتي نيوتن في المرتبة السابعة رياضيا 
لكنه الأول تاثيرا في التاريخ على الاطلاق . 


م 
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الجذرالسادس الجذرالخامس الجذرالراء الجذرالتكعيبى الجذرالتربيعسى 
10-0 








:/1 - 1 


لجر عبر هئة الثيمرة المتو رءلة : - اذ اكات 6و اله “كمرة على الفتة [..0] كانت 





ه- عط ريدي الى 0 ع 2 7 ع7 1 + 4 -ح را فازه ك وهب مبر هنة 
القيرةِ المتو ريل مل على ميل اماس ميل الوير 


(ه) ] - رط + ه)] _ (م)], - رط) ر 
1 0 - م 
وعندما تكون دا قريبة هرا من ح تون ّرة جا صغيرة مرا ويلون الوب صغيرا هرا 
ود غرايتيه قر يبان عن ج أي ان ا ماس في كانىا مس ال__الة في ج وبذلك نسطيع ان 
نعوض يكان ع مة ج. لا رظ دقة النظرية (شرط ان تكون زمة قرية مدا من جح ) لذلك عنر 
فر ض راثم قريب جب ان يلون قريب هر ا لي مصل على ارى, واب . 


كار 


امستتاوء تلدجة مب هزة القرة المتو رعلة 


ميل ا مىا س ميل الوير 
ا 11 _ ©) '/ 
و عنما نعوض ح بكانع لق يرا نيا صمل 
يؤزري - (/ 
(ه) 1« + (م)م ك (1 + ه)/ 2 للكيرنم 


ضعت عاراءة التَقَريبٍ لزن الجواب يلون تقريبيا. 


٠ 
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الفصل الئاك_-تطبيقَات العفاضل 


استزا_ام المتيمرة المتوارولة بالتقريب-للججة مب هنة القرة المتو رءلة 





وات اثل:- 


تكوين ال_الة : نفع الثم لي لوب جره اد تكجته (طبها ثم كد بيد او معقد ما تطلع تبته مباشرة) و نيع كانه 
“. شاي تكسما 
روم سن ال الول شرا ا 


سريعة “كربا ج و نطلع الفروء ام صب 0 -ط ح عم 


نعوض بالدالة قمة ج الي فاضناها د النا يح دك (:) /. 
ا نطلع الع و نعوض بيبا قممة ج شمينا و النايم نسميه (©) 
+ اذ اطلب ناك ثيرة او يرة تقريبية لما ر نطبى. التّانون التالي: - 


(0)"] < + (م)م] ح (8 + يم )م/-النا الطلوب -القيرة التقريبية 
القيرة التقريررة -التعو يض بالرالة +الفر ىر التعو رض بالسَمّة. 
+4 ذ علب سنك ل 131113 بادا اه بالقيرة اوبكر طبع 5 
(0) "6 :1 -التغير التق رمعي 


الحالة الاولى :- وتتكون من فرعين :- 
الفرع الأول: - اذا كان المطلوب جذر معين. ناخذ رقم قريب له جَذَز شر. ونفرض الرقم المراد جذره » 
ونكمل الحل. 
ملاحظات مهمة 
” ما نتعامل هنا بالكسور الاعتيادية وانما بالعشرية فقط. 
” اذا قسمت رقم قسمة طويلة لازم ناخذ ١‏ مراتب اقل شيع. 
7 خطوات الحل هي 
( تعويض بالدالة ) < (تكوين القن 
(تعويض بالمشتقة) ُ (المشتقة) :© 
(القيمة التقريبية) ‏ 


” شلون نعرف السؤال عن هذا الموضوع؟ من خلال الجمل التالية 
(جد بصورة تقريبية) (باستخدام القيمة المتوسطة او نتيجتها جد وبصورة تقريبية) 


6 
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0 الفصل الئاك-تطبيقَات العفاضل 00-5 


مثال: - عدا با تئر اع الجرة عبر هنة النيمرة المتو رءلة ثرة تقريبية لاممادي التالية و ممّبا النا لغالائةم اتب على 


اررمل. 


3 + 0.98(4) + 001/)0.98(3 
جوهرة ثمينة :- شوف اذا الرقم محصوربين (0.90-1) يقرب الى ١‏ دائما يعني 2-1 


2 

08م (تكوين دالة) 3 + كر + قر - 3 + كير + تقول - (د)/ 

3-1.00-1 2 
(تعويض بالدالة) 5- 3 +1 +3-1 +14 +15 -(1)/ 

0.98-1-<5-3-وا 2 2 

3 اممداعه 3 > عةديم حك / 
(1.00-0.98)-- ( المشتقة) ل جاه 
2-- 





34+20 23 
5 025 


(4.6 ها 0:02-) + 5 2 (©6) '/ . 7 + (ه)/ - ( + 6)/ - القيمة التقريبية 


: 3 و | 3« 
التعويض بالمشتقة 4.6 4 ل َ - 4)1(3 + 1(5) - - (1)'/ 


> 5 - 0.092 2 5.000 - 0.092 - 4.8 











18 
جوهرة ثمينة: -اذا مطلوب جذرلرقم صحيح (مو صفر) ووياه عدد عشري مثل هذا السؤال . لا تهتم بالعدد 
العشري خلي عينك بس ع العدد الصحيح وحل. 
1 
8 م (تكوين دالة) هذ - علا - (ت) / 
ه8- 
١‏ (تعويض بالدالة) 2 - 1/8 - (8)/ 
0 -5 عم 
8 1 2 1 ' 
8--78-م ( المشتقة) 0-0 عدج - () / 
2-- 8 
التعويض بالمشتقة 353 ل - 0-7 . 0 - (8)' 
( التعويض , ( 1 12 3212 الكُبوورم 2 2 - (8) / 
]8 3|817 


(0.0833 ا 0.2-) + 2 2 (م)'/. « + (0)م > (8 + ه)/ - القيمة التقريبية 
14 2خ 0.01666 - 2.00000 2 0.01666 - 2 عه 


0 
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الفصل الئاك-تطبيقَات الشفاضل 





7 - 201/17 
1 1 
6 - 0 (تكوين دالة ) 4 + قد ح عدا + عدا - 0 / 
© - 5 دعر (تعويض بالدالة ) 6 -2 +4 - 1/16 + 7/16 - (16)/ 
117-16-1 -م 
000 1 1 3- 1 1 
١‏ 6 جد م جم - 1224 دج - )مم 
114 22 
1 1 1 1 / 
14 ]4 272 4114 22 
5 421 11 1 1 
032( 32 320 7 8 423 ' 2245 
( التعويض بالمشتقة) 6 - 


06 + 6.000 2 (0.156 »<< 1) + 6 2 (م4) '/. 7 + (ه)/ - (8 + 6)/ - القيمة التقريبيهة 
06 - 


0 - 20(1/0.12 
جوهرة ثمينة:-اذا مطلوب الجذرلعدد عشري قيمة العدد الصحيح مالته ضفرمثل (0.12) شنسوي؟ 


9 بالبداية لازم نساوي عدد مراتب العدد مع دليل الجذراذا كانت المراتب اقل من دليل الجذر. 
* اونسوي المراتب من مضاعفاته باضافة اصفار للعدد على يمينه حتى ما يتاثر اذا كانت المراتب اكثر من دليل الجذر .يعني مثلا 
هسه بهذا السؤال عدد المراتب -2 بس دليل الجذر ثالث فلازم نضيف ضفركدام 2 . بعدين نعامل العدد وكانما ثلاثة 
مراتب ونفرض رقم قريب عليه وهمينا نخلي فارزة. 











1 
6و4 ٠‏ ود 5 7 3 حت 
0 -م (تكوين دالة) 8ك ورور 
5 -ه (تعويض بالدالة ) 5 - 17/0.125 - (0.125)/ 
5--0.120 -/ الجذرللعدد العشري هو جذرللعدد وللمراتب وعدد المراتب للعدد تكون دائما 
5--)- - 
مساوية الى 0 يعني بهذا السؤال ناتج الجذرلازم بيه مرتبة وحدة . 
00 1 2- 1 ' 
( المشتقة) جد - 3 - (*) / 
313 
. 1 ' - (0.125)'/ 
2 2725559 227705 ْ 
[310.5 3ز 3])0.5(3‏ 3012553 
٠‏ 0 4 100 1 1 
بج ( التعويض بالمشتقة ) 3 لح للد ل - 


3 75 0.75 23150.25 
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الفصل الئاك-تطبيقَات الشفاضل 


(1.333 ا 0.005-) + 5 .0 (0)'/ . 2 + (0)/ - (7 + ه)/ > القيمة التقريبية 





5 تخ 0.006665 - 0.500000 2 0.006665 - 0.5 > 


تمارين: - عد با كر ام الجرة عبر هنة ا لثيوة ا متو رءلة ثمة تقريبية لامتّاد_ التالية و مربا النا كم نناا نم ايب على 





اررقل, 
3 - 21/63 
1 1 
3 - م (تكوين دالة) د + قد ح ندل + عدا - (8) / 
4) - و (تعوه بالدالة ) 072 -4 +ق - 64/ + ١/64‏ - (64) زر 
0 -5 عدم 
١ 1 1 1 2 1 1 00‏ 
ا (المشتقة) سدم 6 0 2 -(2) / 
2313 2 210 
١ 0 1 1 ,_1‏ : 1 1 - (64) '/ 
2 20 1 و ا وا 
(3)42 ©#(2086 05 0-2827 3641 21647 
07ص وذ م- 33141 .1 
لتعويض بالمشتقة 12 48 48 48202 20216 
73-- 12.0000 2 (0.0833 ا 1 -) + 12 2 (0)'/. « + (0)/ < القيمة التقريبية 
7 - 
1 
ج03 
0 0 0 1 
9و-<م ( الدالة) 3 »د - عع - (2)/ 
8 - 0 
تعويض بالدالة ا 
7 (تعويض بالدالة ) لح رار 
1[ -9-8-م 8 1 1 1 
( المشتقة ) رحج - - (02 / 
1 
عند 5 229 تك 5 كل الك" 
لشداح 1 داح 1 لشداح 2 - 
( التعويض بالمشتقة) 73-- - 


(©) /. 1 + (ه)م > (8 + )م > القيمة التقريبية 


> 0.5 + )1 <-0.02083( 2 0.50000 - 0.02083 < 7 5 
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0 الفصل الئاك-رطسمات التفاصل 00-5 





0 - [آ - نساوي المراتب - 5.5/ - نحوله كسر عشري - + (1» 

9 - 0 5 5 
( تكوين دالة) ندا - 0)] 

1 - 0.49 - 0.50 - 1( 
(تعويض بالدالة ) 7 -ح 1/0.49 - (0.49)/ 
1 

| تيتقة با بقة ا بعهة ل ح (نن / 
(المشتقة بالطريقة السريعة ) ع - م 


التعويضجة اكثدتقة وسار ,م 5 _ 10 1 _ __ 1_1 
لتعويض, 7 14 14 2»07 429 22/0 


(©) /. 1 + (ه)م > (8 + )م > القيمة التقريبية 


/')0.49( - 





(0.7142 < 0.01) + 0.7 - 
2 خ- 0.007142 + 0.70000 - 
يمكن حل السؤال أعلاه بطريقة أخرى بتوزيع الجذر على البسط والمقام ثم حله باعتبار المطلوب هو 
ع لكن يعتبررالحل ليس دقيقا لماذا؟ أصل النظريّة تكول انو كلما قلت قيمة ١١‏ وأصبحت صغيرة يعني الجواب ادق 
يكون. لذلك بالحالة الأولى بالحل تكون 01 .0 - 17 اما الحالة هاي فان قيمة 1-1 والسلام. 


:هد با ستزر ام لجر مبر هنة القيوة المتو ريبة ثيرة تقريبية لامقد ار 9-/1 











( الدالة.) 0 - عد - (مد) رز 
0 (تعويض بالدالة ) 2 -8-/1 - (ه-)/ 
8 50 د“ *” 1-2 ' 
8--<0ن ( المشتقة ) 2 - 9803 -<(2*) / 
1--(8-)- هو ديم 5203 
1 ا 3 - (0.125)'/ 
| 0 2:5:5::5:295ي يسيس 2 2 ده 8 
31-2 5رز623)]ة 36[ه]4 
لشي /الالمشتقة و05 431 ك3 - 
( التعويض , َ( 57 12 03*47 


(10.0833-) + 2- 3ت (4) "مر . « + (0)/ > (7 + ه)/ - القيمة التقريبية 
2-١3‏ 2 0.0833 - 2- مه 


0 © 
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الفصل الئاك-رطسمّات الشففاضل ددا 


.وا - عد ب ستزر ام شلجوة عبر هنة القييرة المتو رولة ثيرة تقريرة لامم ار 1-(31) /” 








( الدالة) قد - تسول؟ - )م 
1 - م 

2 -<ه (تعويض بالدالة) 5 -32-1/ - (32)/ 

1--<31-32 -, 
١‏ شتقة) 2 اح 5د - - ور 
215 
14-1 - خب - شطب ريهوم 
4< 5 5 ]5 55 
( التعويض بالمشتقة ) 5م حل ل ا - 


|| 


٠-0.003125(‏ 1ج) + 5 .0 2 (0) '/ . 7 + (ه)/ - (8, + 6)/ - القيمة التقريبية 


2 مل 0.5 - 


را - جد با تئر ا نلجوة مب فئنة القيوة المتو روبة رة تقريبية لاممّه 008١‏ .1/0 





1 
0 - طم ( الدالة) هر ع عرلا - (د) رز 
1 - م 10001 
(تعويض بالدالة ) 3 -2.5/0.0081 (0.0081)/ 
1--- 0.0080 - زر 
1- - لمشتقة "هك م ّْ 
)ا ( 7 - 2 - (2) / 
114 
1 1 1 . -(0.0081) م 
0 ِ الح سيد - 0520000007 - 5 
07« 4 4]0.3[3 4077 40.0081 
5 وعد و _ 1000  _‏ 1 
- << 108 20108 


(9.259 0.0001-) + 0.3 > (0)'/ . 5 + (0)م - (7 + ه)/ > القيمة التقريبية 
1 خ< 0.0009259 - 0.3000000 - 


6 
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الفصل الئاك-رَطسمَات التفاضل 


الفرع الثاني: - إذا طلب ناتج عدد مزعج مرفوع لاس معين. نرفع الرقم ونفرض رقم قريب عليه جدا بحيث الرقم 
المفروض ليس شرطاان يكون له جذروانما نقرب العدد المزعج لرقم أكبر منه او أصغر بحيث عند تعويضه يعطي 
ناتج سريع. 





3)1.04(4 + 1.04(3)(م 


شدف هسه هذا الا قه 1.04 مزعج ومخربط واقرب رقم له يعطي ناتج سريع هو )١(‏ 


114 را 
( الدالة) 34 + ةير ع (م) زر 
1 - 1.00 - 4 
ا (تعويض بالدالة ) 4 - 3 +1 -ح *3)1(4 + 1(3) ع (1)/ 
4 - 1 -1.04 - نر ( المشتقة) 12 + 32:4 ع (0) '/ 
ر التعويض بالمشتقة ) 5 - 12 + 3 - 12)1(3 + 3)1(5 -ح (1) '/ر 


6 - 24.0+0.6 (15 ا 0.04) + 4 - (0)"/. « + (0)/ - (8 + ه)/ - القيمة التقريبية 


ل لإ سإ سإ لإ سإ سإ سإ ل لإ سإ لإ إن سإ سل لإ سإ لإ إل سإ سإ سي لإ سإ لإ إل سإ د سإ يإ لإ إن لإ ست لإ سإ إل إن لإ سإ ل لإ إل سإ سإ إن ل ل ل سإ إل سإ سإ ل لإ لإ سإ لإ د ل 


ار 
1 - م ( الدالة) - 1 (3) كر 
0 -ه 1 
تعويض بالدالة 1 - لح - -ح (100 
ال (تعويض بالدالة) 0 (100)/ 
- 5 3 1 1 
1 - 100 -101 -م, ( المشتقة ) جد د قير - )7 
500 فت 1 1 


9 0.0001 - 0.0100 > (0.0001- ا 1) + 01 .0 > القيمة التقريبية 


7 7 كار 


ثال”.اذ اكان 5 + مر4 + 2ر3 + قير - ()] ف بصورة تقريبية (1.001) / 


جوهرة ثمينة: - مرات لا نحتاج الى تكوين الدالة وانما تعطى بالسؤال جاهزة فقط نباشر بالحل. 
1 - م ( الدالة) 5 +دعر4 + 34 + ثم - (مند) ر 


1->© (تعويض بالدالة) 13 - 5 +4 + 3 +1 -ح 5 + (4)1 + 3)1(2 + 1(3) - (1)/ 


0 -5 ع م/م 0 
( المشتقة) 4 + ع6 + 32:2 ع (2) 'ر 
1 -1.001 -/ 
ّ 1 - (التعويض بالمشتقة  )‏ 13 -4+ 6+ 3 -4 +(6)1 + 3)1(5 - (1)'/ 
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0 الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 00-5 


(4) '/1. 1 + (ه)/ > (8 + ه)/ > القيمة التقريبية 
(13 ا 0.001)+ 13 - 





- 13.000 + 0.013 - 3 


7 ل الا 


وزراري .اذاكان 1 1 + 7/317 3 - ()] ف بصررة تقريبية (02 00 








1 
5 للكت 0-6 5 - 
00 ( الدالة) 5 + 312) -1 +1/312 - )زر 
1 -» (تعويض بالدالة) 2 - 1/32 -1 + (3101/ - (1)/ 
 5- 0‏ عدم , 31 _ . 
١‏ شتقة) للاحخ--ح 31 1+5 0312) ع ح- (د) 'ثر 
1-- 1-102 15 +خ5)313 
2 - 
31 31 31 ُ طَ - (1) '/ 
اضت_ سح سسب - 1 ح- 1 22 حت م 
6 قد “21 5 5]55  5]32[5‏ 115 +(5]31)1 
0001 31 
( التعويض بالمشتقة ) 2 


(0.387 »ا 0.02) + 2 ع (4) نر . « + (0)/ > (2 + »)/ > القيمة التقريبية 
4 - 0.00774 +1 2.00000 - 
الحالة العامة 

المعتى ._ طول ضلع معمّد , زيف وطر معقّر , اتفاع معقّر. 
الطلورب: - م اد مساعة اوري لكل نسي معين. 
فطرات الل 

ع كين داللة حونو كي لشكل او مساعته. 

ات اسم و الطلورب واز ١‏ كو متغير داك لزم زف عن طرق عارا ومانوية 

َال 
الما | سسب و الترازي اوم . طبعا يني رالسؤ ال مادا (الط يساوي 


الام ضاع ) نعت لها عادامة ناثوية . : 
عجن ثم بتي التتطوات نفسبا د الة وتعو رض ثم منتّة وتعويض و قّوة تقريية ثم او المساعة 


"6 
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الفصل الئاك-تطبيقَات الشفاضل 


تمارين-وزاري: - كروط راشي و كم ارة يِه يساوي طول قاعدته فا كان ارد عه ساري 7ع2.98 شق ره 
عد يو التو رملة او تجمترها. 

* جوهرة تمينكة: - بهاي الحالة لازم تفرض الفرضية للرموز الي بالدالة. 

** الارتفاع او طول الضلع او نصف القطريقرب الى أقرب رقم وليس شرطا ان يكون له جذر. أنسي موضوع 


الجذور بعد راح وي الاعزاز. 
**» بحالة المخروط نحذف نصف القطراوالارتفاع واغلب الأسئلة نحذف نصف القطر. 


نفرض ان حجم المخروط -17 ونصف قطره - 17 وارتفاعه - ./١‏ 





1 7 ل 
دج كك 7ب ع 17 
3 


[ منطي هنا الارتفاع و مطلوب الحجم فلازم نشيل نصف القطر 
وتبقى العلاقة بين الارتفاع والحجم فقط] 





1 منطي معلومة بالسؤال يكول الارتفاع - القطر. 
2 1 / 
ع شك --- ء- 
2 1 1 2 1 21 / 
نعوض معادلة 2 في 1 . 
5 ل 0 سد 0 
252324571 
وه 1 
هسه صارت عندي دالة ) 3 2-2 
َس 01 11 
8 - م ( التعويض بالدالة ) - ل - 33 2 - (7)3 
3 - 0 
( المشتقة ) غم دم وح - )رس 
3 -2.98 -م 4 20012 
2 - 
ا 01 11 
( تعويض بالمشتقة ) 2 - 32 - (3) 7 
حجم المخروط تقريبا 


عامل مشترك -ح (2.257 »ا 0.02-) + 2.257 ع (0) '7د 8 + (7)0 ح- 7 


203 - :0.0457 -ج225 - 


7 
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الفصل الئاك-رطسمّات التفاصل 


١1‏ هر “م كروط ر ائري وام بصورة تقريبية ا احان طول وي قاعدته يساوي ا تفاعه ديساوي 
01 . 





نفرضان حجم المخروط -17 ونصف قطره -"1 وارتفاعه - ./١‏ 


1 277 -- 
2 
منطي معلومة بالسؤال يكول الارتفاع - نصف القطر. 
2 كك 3 7 -:21 
14 ح يوون ) 1-5 داق 
نعوض معادلة 2 في 1 . 
4 1 1 
09 - رآ 3 للداح- لالد حك 
1-211 م 
4 - 0 5 
و0 3  _-‏ 
0 (هسه صارت عندي دالة ) / كر 
1-- - 3 | 16 يج 
(.التعويض بالدالة) دح 43 7ح (7)4 
3 12 
عد 0ع ره أل ا اس ” 
( المشتقة ) 1 0 - (110) “نا 
7 1 
( تعويض بالمشتقة ) - 42م - (4) نا 


حجم المخروط تقريبا 


: 167 
(0.04 - 2)5.333 -ح عامل مشترك - (ع47 ا 0.01-) + 2 - (ه) م7 7 + (17)0 ح- 17 
تور 5 -- (0.040- -5.3334)ج - 


المرتبة السادسة 


الان تورنج : 11019 30ا4عالم حاسوب و رياضيات انجليزي , ولد في عام 1951١‏ وتوفي في 1902, هو مؤسس علم الحاسوب 
الحديث. واشتهر بنظريات الذكاء الاصطناعي والنظرية الرياضية للظواهر البيولوجية وساهم في تطويرالنظام العقدي . ويعتبر 
الأب الروحي لعلم الحاسوب الحديث. قام بدراسة الرياضيات فى جامعة كامبريدج ثم قام بالتدريس فيها لاحقاً ووضع مفهومه 
الذى ينص على إنه لا يمكن حل أو حدساب جميع المشاكل الرياضية بالطريقة التلقائية, ويعتبرهذا المفهوم هو الأساس 
لمفهوم الحاسبات الحديثة وهو ما يعرف الآن باسم “الة تورنج”. 


تأي أهمية نموذج "آلة تورنج” في بساطته مقارنة بجهازالحاسوب المعقد. وبالرغم من ذلك فهو قادر على تنفيذ كل قاعدة 
خوارزمية قابلة للتنفيذ بواسطة أي حاسوب متطور. لذلك يمكن معرفة فيما إذا كانت عملية معينة قابلة للتنفيذ بواسطة 
الحاسوب أم لاعن طريق فحصها بواسطة “آلة تورنج” وهذا ما يعرف بإاسم “قابلية الحساب . 


خلال الحرب العالمية الثانية كان له دوراً محورياً فى فك شفرات البحرية الألمانية ليوفر بذلك معلومات حيوية ومخابراتية 
1 لبريطانيا وللحلفاع. 


0 
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كس “نات صنت 2 .موق 


كاب :- صواري مسيطيلاات قاعدتهم_بعة دا تفاعه نامانة أمئال طول قاعرته, صر ١‏ “م المَري له عنما يلون 
طول وط قاعدته 2.9761 ؟ 


نفرض طول قاعدة المتوازي -ا والعرض - (لأنها مربعة) والارتفاع - 36 . وحجمه -/ا 


ظ ( الدالة) 33 - 32 ...د ح (الارتفاع ) (العرض)(الطول) - 7آ 
ادك (التعويض بالدالة ) 1 - 3)3(3 - (7)3/ 
4 
١‏ (المشتقة) 2و - (2) '”] 
د جو 2 - 8 
به (التعويض بالمشتقة ) 1 - *(9)3 - (7')3آ 


حجم متوازي السطوح تقريبا 
“ررح 7 ح-ح 2.43 - 81 - (81 > 0.03-) + 81 -ح (0) "817 + (0)ن ح 7 
لوكان المطلوب المساحة لكان الحل فقط الدالة تختلف وشوي راح نعاني بيها. باوع شوف شلون أكون الدالة: - 
قاعدة المتوازي مستطيلات هي عبارة عن مستطيل لكن بهذا السؤال يكول القاعدة مربعة. 
( مشاحة القاعدة)2 + (الارتفاع ) (محيط القاعدة| مربع|) - 4 


2م + 122 ح 2ر2 + 312 .ع4 - 


( الدالة) 2 - 4 

( تعويض الدالة) 6 - 9< 14 ح 14)3(2 - 4 
( مشتقة) 2 -ح '4 

( تعويض المشتقة) 4 - 3< 28 ح- '4 


مساحة متوازي السطوح تقريبا 
٠ 84( - 126 - 2.52 - 123.48 111“‏ 0.03-) + 126خ (0) '4 « + (4)0 - ل 


مثال-وزاري " - ملعب طول صرفه 9.987 هد ره بصورة تتقريهية با تر ام القيدرة المتو رءلة 


8 طم نفرض طول ضلع المكعب -ا والحجم - /ا 
0 - ه الدالة د - *( طول الضلع) - 7 
0 التعويض بالدالة 0 - 10(3) - (7)10 
م مووو #» 2 ّ- / 
2 المشتقة 3 ع (2) '”1 
2 التعويض بالمشتقة 0 - 3)10(2 ح (7")10] 
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الفصل الئاك-رطسمات التفاضل 1 


دبررع 4 - 6 - 1000 - (300 ا 0.02-) + 1000 -ح (ه) 'تدع + (7)0 ح- 7 





حجم المكعب تقريبا 


6 2 :-هر “م لرة بصورة تقريبية ا كان طول زصف قط ها يساري 3.0011 ؟. 


نفرض ان حجم الكرة - لا ونصف قطرها - .١‏ 
1 - [آ 417 


دالة ل در 
0-35 3 

5 َ 41 
3 -3.001 -ثم التعويض بالدالة 26# - 9< 4 - 33 - - (7)3 

3 - 1 

000 5 1 417 
المشتقة 4717 - 07 ح- () “27 
تعويض بالمشتقة 26 ح- 35 ج47 ع (3) “17 

حجم المخروط تقريبا 


(0:001 -3672)1 ع (ع367 > 001 .0) + 367 ع (0) '17 1 + (17)0 <- جه 
73 - (362)0.999 - (0.001 - 361:)1.000 - 


امال العالئة 
معيلى :- بم الكل او مساعةه كرتم معد وم 
اللو ب :- زصف المّطر او طول الضلع او الررتفاع بصورة تمريبية. 
واخل :- 


قبل تكوين الدرالة تكتب انون كم الشكل او مساعته. 

له نعوض ثيرة | م إد الساهة الي ةكم دمتعم ال فين كد معاد بد فد 

علي يتى بار ضير (دم) - 5 22 ارم ا) ل 1:3 وراغد الجدر رط فصع تحول ا مو ضوع الى 
مو صو الجالة الزْ وى 

00 ل الى مو ضوع مطلوب هزر لعدار ليس ره مز ر. ونبلش بنفس الخطاو ان مالت الحالة 
الزو 


آَم 
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0 الفصل الئاك_-تطبيقَات الشفاضل 00-5 


7 :-لرة ما 11:3 847 هد بصرارة تصريبية نصف و ها با كام اسنيترة امتو رطة. 


مادام منطي حجم الكرة وطالب نصف القطريعني الحالة الثالثة ‏ لا تنسى الفرضية دائما 
نفرض حجم الكرة - لا ونصف قطرها -؟ . 
1 11 











وبالاختصار 7 0 ح 841 جه 1 ددم 
٠ 3 3 3 ٠‏ وه 91 13 
للطرفين 3 -13 طرفين في وسطين د -21 
3 - "م 
شوف هسه تحول الموضوع الى الحالة الاولى لان طلع جذرلرقم ماله جذر راح نحله حدددب الحالة الاولى . 
1 
الدالة 3 - عرلا - من 
3 - 6 تعويض بالدالة 4 - 3/64 - (64)» 
ا 1 2- 1 
ب 8-6 المشتقة 2 ا 2 ري 1 
2-9 > 3م231 
1 1 1 5 
2 - 5ك جا" -_- 2 -- 1 
كا  3]))43[3‏ 36415 
التعويض بالمشتقة 60209 ك4 بك - 
لتعويض ِ 7 48 03*16 


 0.0208(‏ 1 -) + 4 ت ر(ه) '"1. 7 + (0)" > (8 + 7)0 < نصف القطر تقريبا 
3.972 2 0.0208 - 4.000 - 
3 -عامة :كرو جره 13د :2101 هر بسر رة تصريبرة صف وك قاعرته از ١‏ كان اتفاعه 
مجع 10 باستنا القيرة المتو رءلة. 
مادام منطي حجم المخروط وطالب نصف القطريعني الحالة الثالثة , لا تنسى الفرضية دائما 
نفرض حجم المخروط - لا ونصف قطرها -؟ وارتفاعه- ط. 


12 12 
وبالاختصار 0 ظء 1 7 - ج2107 جه ك2 كر 
و .]20 2 2 , 1 
للطرفين 3 - 4ر1 طرفين في وسطين ب -<21 
آلىم 
جه 3 - "م 
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الفصل الئاك-تطبيقَات العفاضل 


شوف هسه تحول الموضوع الى الحالة الاولى لان طلع جذر لرقم ماله جذر راح نحله حدسب الحالة الاولى. 





63 - 6 الدالة عد/بد ح- (1:)2 
0000 تعويض بالدالة 8 - 17/64 - (64)» 
اه . 1 
0 المشتقة بالطريقة السريعة حل ح (ير) من 
21/1 
00 1 1 1 
التعويض بالمشتقة 5 -ح-ح ‏ ا ح- (64) 1 


166 2*8 20/64 
5 - 8.0000 - (0:0625 ا 1 -) + 8 ع (ه) '"1. 7 + (ه)" - (ز7 + )"7 ح القيمة التقريبية 
71 79375 - 


تمارين : عد با ستؤر ام عبر هزة القيمرة المتو رولة ثيرة تمريبرة املع مر بع مساعته 71 101 ؟ 


نفرض ان مساحة المربع -8 وطول ضلعه - ] 


للطرفين 4 - 101 1-1 
1 - ,] 
شوف هسه تحول الموضوع الى الحالة الاولى لان طلع جذر لرقم ماله جذر راح نحله حسب الحالة 
الاولى . 
1 - م الدالة عدا - ).ا 
00 تعويض بالدالة 0 - 1/100 - (1],)100 
- 5 : 1 
0١‏ 2/1 
التعويض بالمشتقة 32-32 - - (1')100 
لتعويض , 20 2510 22/100 
5 - 10.00 - (0.05 ا 1) + 10 ح (4) '1. « + (4)] - (8 + ه)1 - القيمة التقريبية 
7 10.05 - 
١‏ 
هم 


2 :5م13 7 ع 610 0 :لزوعععءاء 1 #702 0/0 


اا الفصل الئاك-رطسمات التفاصل ا 


الحالة الرابعة 
العتنى. طول ضلع او زصف وطر او ارتفاع او عرر لس له زر 
المجلوب :-١-السغير‏ القر دي ل_الة او التغير التمرعي ٠‏ 


6و ا كو شفلة ثم لازم تنئيه علليرب|. مشو ؟ إز ١‏ ا يهان م صلب بس معطي يها ى او وله جلي او مغلف شير 
ومظلو ب منككية اإيؤاما واو الجليد فرة مس او جر التفير التقريي كم . 


جل 
-١‏ تكتب الدالة وما نعوض بيررا ©-نطلع السيّة ونعوض بيربا. *- تكسب انون التغير الم ري اي مو - 
(0)"م/ 73 - الغير التمر عي 





او ساعة انرّه رين نو المطلوب بعد خالك. 





مئال :-لتكن 3/22 - (2ن)] فاذ اكانت )ا تغير ت من 8 الى 8,06 فر مقدار التفير التمَريي ل/ ؟ 


ملحوظة: -إذا كالك يابه قيمة ‏ تغيرت من ( رقم) الى ( رقم) تعتبرالي بعد من -2 والي بعد الى -0 وبعد ما تفرض قيم 
من يمك. شوف بعد خالك المطلوب هو التغير التقريبي. 











2 
الدالة 3ع ح ديرا - (عد) ر 
5 © << 2 1- تي | 
6 8 - 5 مباشر الى المشتقة جد - 213 2 (27) "7 
313 
ه -2 

5-0 2 2 2 (8) م 

8 - هَ 2 1 - 2 لح ل م- 1 د 

16 “لقي< :]323 352 ]د 
التعويض بالمشتقة مود - ّ 
لتعويض ؛ 2 كا 0-2 2» 2022 


8 -ح (0.333 ا 0.06) - (6)'/. 8 - التغير التقريبي 


لكر م: يا ستئ_ ام مقربوم التفاضاران هر بصورة تقريبية ساعة علمّة زضصف وطر ها الر ا ضاي 20 و نصف 
و ها ازا صمي 021١‏ 3 


ملحوظة: -الحلقة تمثل شكل قشرة دائرية لذلك المطلوب هنا التغير التقريبي للمساحة 


20 - 5 الدالة 2 - 4 
0 - ه06 مباشر الى المشتقة 27 ح الل 

- - 202 -/, 000 
© ج - 20 التعويض بالمشتقة 40 -ح (22)20 ع (4')20 
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الفصل الناك-تَيبيمَات التفاضل 


“2111© +127 ح ع407 >< 3 .0 ع (4')0 . 7 - مساحة الحلقة 





تماررين:- كم صف و ها 7تا6 طليت رطادا ى “مله 0.1170 جد لية ا عار ء بضورة تقريبية ؟ 


جوهرة ثمينة 
أعذا اعنا مادام مطلوب حجم الطلاء يعني التغير التقريبي لحجم الكرة. 
كنا بحالة الطلاع فان قيمة >-طول الجسم الأصلي اونصف القطرالأصلي بدون الطلاع 


لعا م طول الجسم الأصلي +سمك الطلاع حيث يضرب السمك ب )١(‏ في حالة المكعب والمربع والمستطيل 
اما الكرة فيضاف مرة واحدة فقط. 


نفرض ان حجم الكرة ٠/-‏ ونصف قطرها - ؟ . 


م 1 : 41 
1 - م هسه صارت عندي دالة اوحدكم 
5 411 
و هوهو +* 2 عد 2 مه / 
ا" المستقة 417 - 31 ج--() 7 
تعويض بالمشتقة 7 -ح 64 +41 ح (6) “7 


حجم الطلاء تقريبا -كمية التغير التقريبي فقط حت لو ما كايلي انا هيج أسوي خوشن. 
3 .14 - 1447 > 1 .0 ع (ه) “دم ع 7 


تماريك:- ير ام طارا ء ملعب طول ضلعه ماه 10 ذا كان نمك ارطاما 0.1561 ارص_ م ارطارا ء تمريب؟ 


مادام جسم صلب ومغطى بطبقة طلاع ومطلوب كمية الطلاء لذلك يعني المطلوب التغير التقريبي للحجم . 


0 نكرو طول ضلع المكعي<"" والحجم -ا 
0< * الدالة 3و حم[ 
710لا المشتقة مرق - مر '/] 
التعويض بالمشتقة 0 - 30102 - (10)"] 

حجم الطلاع تقريبا 


9003 ع (300 ا 0.3) ع (ه) 7 8 ح التغير التقريبي 


ملاحظة جدا جدا مهمة :- لو كان المطلوب حجم المكعب بعد الطلاء بدلا من حجم الطلاء فان الحل سوف يكون 
مثل الحل السابق بكافة خطواته وكانما السؤال حالة ثانية . وبعد خالك انتبه لدقة الملاحظة وافهمها زين. 


الدالة دمر - ]1 


الدالة 0 - 103 - (1)10آ 


اط 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 


المشتقة 34 ح () '17 





التعويض بالمشتقة 0 - *(3)10 -ح (17')10 
حجم المكعب بعد الطلاع تقريبا 


7 - (300 < 0.3) + 1000 ع (م) "تدم + (17)0 - ]] 


المرتبة الخامسة 


رينيه ديكارت :0656231165 606 7اعالم رياضيات وفيزياع وفيلسوف وضابط وبحار فرنسي . ولد في عام 1 109 وتوفي في عام 
اشتهر بنظام الاحداثيات الديكارتية والهندسة التحليلية, واخترع فكرة القياسية التي تساعد على إظهار الأسس أو 
الصلاحيات . وكان من أشهر علماء الثورة العلمية. وهو صاحب مقولة “أنا أفكر, إذن أنا موجود” 


المرتبة الرابعة مناصفة 


اقليدس :كذاءعدعاقليدس الاسكندري. عالم رياضيات يوناني ولد في عام ٠١‏ ! ق.م. . اشتهر بكتابه العناصر الذي كان له تأثيرا 
كبيرا في تاريخ الرياضيات وخصوصا في الهندسة وتم استخدامه في تدريس الرياضيات بداية من نشره وحتى بداية القرن 
العشرين . لقب بأبو الهندسة . يعتبرإقليدس أبو الهندسة بكل جدارة وأعظم ما أبدعه هو مجموعة من الأبحاث والأوراق 
التي عرفت ب ” أصول إقليدس ” والتي كانت لا تزال تستخدم في التعليم حتى القرن العشرين . 
ينسب لإقليدس أيضا التعليمات الدقيقة والمنطقية التي تتبع عند برهنة النظريات ولا يزال مثل هذه الطرق مستخدما إلى 
وقتنا الحالي. 


المرتبة الرابعة مناصفة 


أوغستين لوي كوشي (بالفرنسية: لإطاعناج© ذأنا0 | -511ناوناة؛ تلفظ [ ([1[ 0ك ذنلاا ع1 5لاو.0هو رياضياني فرندسي. ولد في 
الواحد والعشرين من غشت /اغسطس عام ١١83‏ وتوفي في ١١‏ مايو عام /1801. 


بدأ كوشي مشروعا لصياغة وإثبات نظريات الحساب المتناهي في الصغر على نحو دقيق وكان بذلك من رواد التحليل الرياضي. 
ووضع أيضا العديد من النظريات الهامة في التحليل المركب وبدا أيضا دراسة مجموعات التباديل. وبصفته رياضيا ضليعا عبر 
طرقه الواضحة والدقيقة كان له تأثير واسع على معاصريه ولاحقيه. تغطي كتاباته نطاقا كاملاً من الرياضيات والفيزياء 
الرياضية. 
قدم عالم الرياضيات أوغستين لويس كودثي الكثير من الأبحاث والاكتشافات العلمية في الرياضيات والتي من بينها ما يلي : 
. عمل على تقديم نظرية التوابع القابلة للانشقاق والتي تعد واحدة من بين أهم الأعمال التي قد عمل كوشي على 

تقديمها خلال الأبحاث التي قد قام بها . 
ا كما تناول العديد من الأعمال من خلال البحث والتي من بينها ما يلي التوسع في السلسدلة وفي الحاصل النهاني 
وغيرها من النظريات . 
". كما كانت له شهرة كبيرة حول الطريقة التي يقوم من خلالها بتدريس الرياضيات بالتعاون مع الكثير من معلمي 
الرياضيات. 
خ. كما كان له شهرة كبيرة خاصة بالمعادلات التفاضلية وقد عمل على وضع نظرية كوشي الخاصة بإيجاد المزيد من 
الحلول. 
: عمل في الرياضة البحتة والكثير من فروع علم الرياضيات ليكون له بصمة في كل علم منهم . 
' كما كان له أعمال أولي من بينها نظرية الموجات والميكانيك. 
نظرية الدوال العقدية. 
مبرهنة تايلور. 
: كماتم تسمية الكثيرمن الطرق الخاصة به باسمه من بينها الصيغة المتكاملة عند كوشي . 
الان هل تود معرفة اعظم ١‏ علماء رياضيات على الاطلاق ؟ انتظر في الصفحات القادمة 


00 


/ 
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7 الفصل الئاك-تطسمَات التفاضل حدر 


النهايات العظمى والصغرى والحرجة ومناطق التزايد والتناقص 








النرماية الموية العتمى: _ اعلى قيرة تصصل الليررا الال في سل ورا . 
النرباية احلية الصغرى: - اقل قّوة تصل اليرب| ال_الةفي سل وابا. 
من طوء التز اير : -المئ] طو, التي يكون فير سلوك الر_الة متز اير او الميل مورهب. و عكسر.] ى منا طىء الينا قن. 
ولي نجه النبايات و المناطى, نمَو م .ما ياي: - 
كل “)6 
** سمعامبا 000+ تحبا د كج يمة »د 
مإ نعوض “بال اله ارا صلية و جر مة ل . 
صضادت عد زوّطة (لا 000 


4 اد ثم ةو العقة دوع على ويل الراعرار لي يّمة »او اد ثم اكب منررا وداصفر عو ضه بالممّة 
وسو ابشارة نا المسةَ صعب لو سالب وغاي ارا ارات على وطٍ الزعدار مسب الكان مالتها. 


5 اه 


كوم هل 


ظ اشارة ()"' ) | اشارة (<)" ]| 


فإن (ع) 4 نهاية عظمى محلية 








0 > (ع )”ع 


تواجد نهاياات 1 
>4-.1111211ك5. نأك زاااكت .كان ناررحنك! 7 دنا لات ز!1 اسع .الك اكرحات ١‏ 2203 دن بن-ندندد دن د رن: 8 )إلا 

















م 


1 الفصل الئاك-رطسمات التفاضل ل 


7 بالنسبة لاا “ثم سبد د انما صن اليسار ا ى ١‏ تمين. 


* لون يكب مناطوء التزاير و التناقص. اعلى ول الاعدار ضع جربة التممصن (:0 < عز) و اليسار من » تفع 


ر اما (0 > 2) 


7 تكتب عنا طوء الاير و التناقض حيث نباوع على ال شار ات. العرايد تكتب الكتابة البي فوك (+) 





و التنائص تكس الي ابشاته (-) 


امثلة كتاب:- هر التربايات وانو عبرا و صدد منا ىم المَراير و التنافضص لفل مرارالي؟ 


4 - («») 1 ح لا 

المشتقة 22ت ريو زر 

نصفرها 0 ح- (*#) ر 

نرتبها 2 + 22-0 

0 ح عد 

(نعوض قيم » بالدالة الاصلية ونطلع قيم (-()1 حتى 
تصير عندي نقطة كاملة ). 

6 > >(0) -(0)ر/ 


(صارت عندي نقطة هي (0 .0) 
نختبرقيمة< على خط الاعداد ناخذ رقم اكبرواقل 
ونعوضه بالمشتقة ونشوف اششارته) 


| 0 
اشارة »2 - 11+44 لم 00 


سراي بلا 


النقطة (0,0 ) نهاية صغرى محلية (وادي). 
مناطق التزايد(يمين) -[0 < 2 ::د) 
مناطق التناقص (يسار) -(0 > 2 :عدا 


ملاحظة مهمة 
اذا طلعن اكثرمن قيمة ل« لازم يطلعن بعددهن 
نقاط 


ومن نريسم خطالاعداد لازم ناخذ قيمتي< ونرسمهن 
بدون اهمال واحدة اواخذ كل رقم على حدة .لازم 
اثنينهن سوية. 

وبحالة الكتابة مناطق التزايد والتناقص نكتب الرقمين 
وبوسطهم <« ونكتب اكبر واصغر.شوف المثال الي 
جوى 


12200: 12 


17 0 :للواعءاء1 


4 --2) - 1 ح (من) 1 


المشتقة (2 -ع)2- -ح (2) ث/ 
نصفرها 0-(2)'/ 
نرتبها 2 جه 0 -(2 -2)2- 
2 ح نر 0 - 2 - بر 
(نعوض قيم ‏ بالدالة الاصلية ونطلع قيم /-(:)1 حتى 
تصير عندي نقطة كاملة ). 


1 -2-2(5)-1 -(2)/ 
صارت عندي نقطة هي (1 .2) 


هسه ناخذ قيمة»ا ونخليهم على خط الاعداد. 


2 + + + به ++ 


| 
يي 


النقطة (7 ,2 ) نهاية عظمى محلية (جبل). 
مناطق التزايد(يسار) -[2 > :2< ::3) 
مناطق التناقص (يمين) -[2 < :2 ::2) 


ملاحظة :- اذا اشتقيت وطلعت المشتقة عبارة عن 
رفم 
دالة 





اشارة (1" ] 





0 ع 











نكول عنها لا تساوي صفر. ونتعامل وأياها كالتالي:- 
ع النهاية فلا توجد دائما خوشن. ١‏ 
ع التزايد والتناقص موجود 
* نجعل المقام -0 ونجد قيمة ا وتكون الدالة 
عندها غير معرفة. نضع فجوةع خط الاعداد 
ونختبرها ونطلع التزايد والتناقص من 
المشتقة 


00-2 طظ شد 1*2 





1 الفصل الئاك-رطسمات التفاضل د 





“م 322 + ك9 - )«) 1 


المشتقة 6ر3 - جر6 + 9 ح (مت) 'ر 

نصفرها 0 - (#) ر 

نرتبها 3ج 3222-0 -- 2م + و 

نحللها 0 -22-3 شير 

0 ح- (1 +:3()2 -2) 

3 2 0 - 3 - اما 

 #«--1‏ 1-20 + و 

(نعوض قيم »بالدالة الاصلية ونطلع قيم /-(»)؟ حتى 
تصير عندي نقطة كاملة ) 


33) -33(5 + (9)3 - (3)/ 
7 - 275527 + 27 - 
صارت عندي نقطة هي (27 .3) 
1-) - 3-15 + (1-)9 - (1-)/ 
5 - 1 +3 + 2209 


صارت عندي نقطة هي (5- .1 -) 


7 هسه ناخذ قفيمتينا ونخليهم على خط الاعداد و 
ناخذ رقم اكبرورقم اصغر ونعوضهم بالمشتقة ببس 
شفهيا بعدين نمسح التعويض بس علمود نعرف 
الاشارة / 


قيمة7 - -ر راح اخذ أكبرمنها واقل واعوضه 
بالمشتقة. 


2-)3 -(2-)6 + 9 - (2-)م ااه 


5- -9-12-12- 
الاشارة سالب على جهة الاقل من - 
9+ -ح 3)0(5 -(6)0 + 9 ح (0) '/ر 
الاشارة موجب على جهة الاكبرمن] - 
قيمة 3 -ه راح اخذ اكبر منها واقل واعوضه بالمشتقة 
*(3)4 - (6)4 + و - (4) '/ر 
5- - 48 24 + 9 - 


1- لاله 


0000 





12200: --2 


7 0 :لزواعءاء1 


))*(- 5 3 


م - (8) / 


2 1- 2 
المشتقة 0 بحت 3ج - - (2)' 
7 ج - 00 / 
لا توجد نهايات 
هسه هاي الدالة راح اخلي المقام -0 واطلع الفجوة 


2-0 
هسه ناخذ قيمتينا ونخليهم على خط الاعداد و ناخذ 
رقم اكبرورقم اصغر ونعوضهم بالمشتقة ببس 
شفهيا بعدين نمسح التعويض بس علمود نعرف 








الاشارة ./ 
+ - سك - رمم 
0311 
2 
كه - - 1 / 
ب - (7)1 
اشارة (1/)9 ا 





مناطق التزايدزيمين) -[0 < 2 ::د) 
مناطق التناقص (يسار) -[0 > عد :2) 


4 إذا طلعت نقطة نهاية واختبرتها على خط 
الاعداد وطلعت اشارتها من الجهتين سالب 
اومن الجهتين موجب فهاي النقطة تكتب 
عليها حرجة فقط. ١‏ 

ع: بالنسبة لعلامة الأكبر والصغر شلون نحددهن 
لدحظ المخطط التالي الثابت دائما لكل عدد 


0 ح 2 0 > 2 


1-3 
لل لل لل لل لل ل ل 1 


9030-1-2 ظ+ش< 1*2 








الفصل الئاك-رطسمّات الشففاصل جد 


(5--.1-) نقطة نهاية صغرى محلية 
(3.27) نقطة نهاية عظمى محلية 
مناطق التزايد -!3 > عد > 1- ::1) 
مناطق التناقص -[3 < « < 1- ::1) 


24 + 922 - تير - (ع) ع 
نصفرها 0 - *«) “كر المشتقة ‏ 24 +322-18«2 -ح (2) 'ر 
نحللها -2-62+8 نرتبها ‏ 3+ 24-0 +182 -312 
10-8 0 ح- 4 -ع« اما 0 - (2 -ع4()2 -ع) 
2-ع« ‏ 2-2-0« أو 
(نعوض قيم « بالدالة الاصلية ونطلع قيم /ا-(*)1؟ حنى تصير عندي نقطة كاملة) 
6 ح 96 + 144 - 64 ع 4 ا 24 + 9)4045 - 4(3) ع (4) /ر 
صارت عندي نقطة هي (16 .4) 
0 - 48 + 36 -8 - 242 + 9)2(4 - 2(3) ح (2)/ 
صارت عندي نقطة هي (20 .2) 
هسه ناخذ قيمتين»ا ونخليهم على خط الاعداد و ناخذ رقم اكبرورقم اصغر ونعوضهم بالمشتقة بس شفهيا 
بعدين نمسح التعويض بس علمود نعرف الاشارة . 
قيمة2 -#اراح اخذ أكبر منها واقل واعوضه بالمشتقة. 
9 - 24 + 18 - 3 ح 24 18)1(4- 3)1(5 ح (1) '/ 
الاشارة موجب على جهة الاقل من2 
15- - 24 +54 - 27 -ح 24 + (18)3 - 3)3(5 ح (3) '/ 
الاشارة سالب على جهة الاكبر من2 قيمة 2-4 راح اخذ اكبرمنها واقل واعوضه بالمششتقة . 
9 - 24 + 90 - 75 ح 24 + (18)5 - 3)5(5 ح (5) '/ 
الاشارة موجب على جهة الاكبر من 4 
نمسح التعويض ونخلي بس خط الاعداد وعليه الاشارات 


ْ 41 2 
اشارة (><2)' 2 1 1 1 1 1 1 9 


تزايد تناقص تزايب 


1 1 








١ / 


2--- :12200 7 »ع1 60 :لطوناعءاء1 002 0# 

















الفصل الئاك-تطسمّات الشفاصل 





(4.16) نقطة نهاية صغرى محلية (2.20) نقطة نهاية عظمى محلية 
مناطق التناقص -!4 > د > 2 ::1) مناطق التزايد -!4 < ع < 2 :د) 


شق ا رن ووالتصر ونا ل لا تكالا ب 
ربل ()و)'" م بعل 0-()0)'" لا ارا وتطاع مر )و يلع ورا إلرالة لا علي طاح 7 . 
*- صاات عندك رط (/1,)() كرا جسيإك . 
1 تر لإ السك العانة وا تبروا على ويل لا عدارلا/ با سايكا . 
-ا ١‏ التتكة انان ساب ذفان الال كرية عندها . وار اكات مم تأزرا مكعرة 


ان ا تغيات لاله ء ري الى عر ارس ع الى سار كول عد اإرطة إنرا يله انها ب .دا ابق تنفسرا راتفر تن 
تلولر ترم زيط دا ئقااب . 


4ش نا طى جمرب والتعم. 


س,١١١‏ جد نقاط الانقلاب ومناطق التحدب والتقعر لكل من الدوال التالية. 


1 +322-12 ”28 - (»«)] 7“ ع («) ] 
المشتقة 2 -622 - ير6 ح (من) ' المشتقة اننا 
المشتقة الثانية 6 -122 - (2«) /ر المشتقة الثانية 6 ح (مد) '' 

نصفرها 0 ح زم« زر نصفرها 0 ح زم« زر 
نرتبها 6 + 0 - 12-6 6 0 - ع6 
نحللها 0 - 1 -21 0 -> ع 
ع 1 - برد | أنعوض قيم » بالدالة الاصلية ونطلع قيم ز3():) حتى 
نعوض قيم «< بالدالة الاصلية ونطلع قيم /ا١-(<)1‏ د اق - 0 525000 
حتى تصير عندى نقطة كاملهة . َ 0 > *(0) ع (0)ر/ر 
هو 120 13 1 صارت عندي نقطة هي (0 .0) ونختبرها . 
27 976 (ج)3- )2 -(2)/ 77 الغشفدة ' ------- 
53 1 ضارة [ لج نتدا ل ئئغن ااا 
0 م 2 0 : 
4 4 قير غاب 
د لك د و د كد د مقعرة في [520: محدبة في [30:) 
11 
ا 0 0 شوف التقعر صايريمين لذلك خليت علامة الاكبر على« 
صارت عندي نقطة هي ( 3 - .2) والتجدب عكسة. 


هسه ناخذ قيمةا ونخليهم على خط الاعداد ونأخذ 
رقم اكبرورقم اصغرونعوضهم بالمشتقة الثانية 
4س 


2- :12200 7 عم 60 :لطوناعءاء1 0/0002 





ببس شفهيا بعدين نمسح التعويض بس علمود 
نعرف الاشارة. 
6 -12)1(5-6 - (1)'/ 
الاشارة موجب على جهة الاكبر من ي 
6 - 12)0(2-6 - (0)'/ 


الاشارة سالب على جهة الاصغر من - 





1 


مناطق »لعن ) -/ة << د 
مناطق التحدب (يسار) - 0 6 


4 3» 0 
> - “ك4 ح («) ] 

ر4 - 122:2 ح (من) 'ر 
122 - م24 ع (مد) ''ر 


أي 
/ +4 +وه«»و 1 
أي في 
/ +4 +وه«٠»‏ 1 الثاذ 1 
46 


نصغرها 0 - زم« ر 

نرتبها 2 + 1222-0 -242 
عامل مشترك 0 - #ير -غ21 
0 ع زع - 2)2 

او #0 اما 

2 ح نر 0 ح عر.- يلش 


نعوض قيم »بالدالة الاصلية ونطلع قيم ,-1):0 
حتى تصيرعندي نقطة كاملة. 

0 ع *(0) - *(4)0 - (0) / 
صارت عندي نقطة هي (0 .0) 


6 - 16 -32 - 2(14) - 4)2(35 ح (2)/ 
صارت عندي نقطة هي (16 .2) 


هسه ناخذ فيمتينا ونخليهم على خط الاعداد و 

ناخذ رقم اكبرورقم اصغر ونعوضهم بالمشتقة 
> الثانية ببس شفهيا بعدين نمسح التعويض ببس 
6 علمود نعرف الاشارة. 


1200: 2 


7 0 :للومعءاء1 


الفصل الناك-تَطبيعَات الشففاضل 00-5 


2(4+«)-4 ع )م 


المشتقة 3 + ب2ر)4- ح (ن) '/ر 
المشتقة الثانية 4 - 12)2- -ح (مد) انر 
نصفرها 0 ح ر#«) ر 

2 جا 0- 2(5 +12)2- 

للطرفين 0 - 2(5 +«) 

172+2-0 <2 


نعوض قيم »بالدالة الاصلية ونطلع قيم ,-(:)1 حتى 
تصير عندي نقطة كاملة. 
4 - 2(4 + 2-) -4 - (2-)/ 
صارت عندي نقطة هي (4 .2 -) ونختبرها . 
2- 


إشارة )"8 








محدبة 
مناطق التحدب -!2- < 2 :ع1 
مناطق التحدب -[2 - > 2« :1 
ولا توجد نقطه انقلاب لان الداله محدبة من جهتين . 


محدبة 


للبيدت ريد" 
4 


تبسيط ‏ 74+ -(#2)ر 
المشتقة مر - 1 -ح (م2) 'ر 
25 - 0ح (2) 'ر 
المشتقة الثانية -- 
9 توجد انقلاب 
هسه هاي الدالة راح أخلى المقام -0 واطلع الفجوة 
0 دعر 0- ثير 


هسه ناخذ قيمتينا ونخليهم على خط الاعداد و ناخذ 
رقم اكبرورقم اصغر ونعوضهم بالمشتقة الثانية بس 
شفهيا بعدين نمسح التعويض بس علمود نعرف 
الاأشارة. 


2 


دك كك ردن 


2 
13 -ج-- -(0-1)/ 


1030-2« 0 طظ ه2 1/1212 





5/١ 


الفجل الئاك-تطسمَات التفاضل 





. ة +++ +++ 0 سد 
اشارة (4”0: 22 ا لد للد اشارة()؟ !ص لع)#لله>ه» ْ 
انقلاب انقلاب كر بحب 
(0.0)نقطة انقلاب مناطق التحدب -يسار -[0 > + ::3) 
(2.16) نقطة انقلاب مناطق التقعر -يمين -[0 < 2 ::2) 
مناطق التحدب -(2 < ,ر < 0 ::2) ولا توجد نقطة انقلاب لان (0) ''/ لان المشتقة الثانية 
مناطق التقعر -[2 > 2< > 0 ::1) غير معرفة عند 2-0 
““-كا2 - 3 - («)] 32-3 + ثح ("«)] 
المشتقة 2 - 2- -ح (22) '/ر المشتقة د6 + 48 - (مت) '/ 
المشتقة الثانية 0 > 2- ع من ''/ المشتقة الثانية 6 + 12:2 ح (مت) ''/ 
نصفرها 0 - («) ر/ 
اذا اشتقيت وطلعت المشتقة بس رقم. ما بيها* 0 ع 6 + 122:2 


هاي عبارة خاطئة اذا نخليها -0 لذلك شتسوي؟ [إلا توجد نقاط انقلاب والدالة مقعرة عند كل 7/ 
مجموع مربعين اكبرمن صفر ومستحيل يساوي صفر 


مباشرة نكول الدالة لا تمتلك نقطة انقلاب لذلك لا توجد نقطه انقلاب و بما انها اكبر من صفرلذلك 
اما التحدب والتقعر فنشوف اشارة الرقم لتمثل تكون مقعرة عند كل 8. 

التحدب والتقعر. 

هسه بهذا المثال الاشارة سالبة. 

الدالة محدبة عند كل 8. 


والدالة لا تمتلك نقطة انقلاب. 





اختبار المشتقة الثانية 


نشتو,مرة و تجمعل المسمّة - 0 

ود شيمة .لاما دوع إإي الاعدار وانما لامشتقة المائية. 

ا نالع السقمة الثانية. 

] نعوض ترة ) بالمسقة العائية ونشو الناح مالتربا. 

| اذ اطلب ثيمة النباية دام نطلع ثيرة الدتصو عدنا نمطة (/0,1) . 

7 ان اطلع انا كم عن عو ضمت «امالت الْشَمَةَ الئائية مو جب (مةَ رة) يعني ال الة تمتلك نرماية صفرى 
7 وإ ١إيشارة‏ المنسَمّة الئانية سالب ١‏ كمدية) ني تمتلك نباية 
7 وا اطلع الذا صف . فااط_يمَة ة فاشلة وش جع عن ججريد الى ويد الرعد اد و نحل ريه ونحترم أنفسنا. 

ذا شوك ترم واي الطيقة. 


يي 


*ي*» 
٠.‏ 


أ-ان اطلب مك تخد مربا 4 


2 :1200 7م61 60 :لطواعءاء1 2ت اك 





537 





مغال :- باستخدام اختبار المشتقة الثانية ان امكن .- 


- 9“ ) )*»[ - 6»-32:-1 


0 - (») '/ نجعل 2 - 6 - (#2) / 
جا 62-0 --6 
جب 62-6 
1-3 
هسه نطلع المشتقة الثانية . 
6- - (2*) / 
هسه نعوض قيمة< بالمششدتقة الثانية . 


6--- ير 
ماكو»ااعوض بيها لذلك يبقى الناتج نفسه . ومادام 
الناتج سالب اذن توجد نقطة نهاية عظمى للدالة. 
ومطلوب مني اطلع النقطة همينا . ماكو اشكال 
اعوض قيمة < بالدالة الاصلية وابوك اللّه يرحمه . 


/)1( - 6)1( - 3)1(5 - 


6-3-1-2 
اذن النقطة هي (1,2) وهي نهاية عظمى محلية. 


3 


للطرفين/. 8- 


120:2 


حداثمر جه 0 - 8 ب تمر ها تمر »م 


27 0 :لزواعءاء1 


الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل حدد 


جد النهايات المحلية للدوال التالية. 


“3 - *كا - («)) 


نجعل 62-9 - 6و3 ح (م2) 'ر 
0 ار 
3 0 - 9-م6م-2نر3 


22 22-3 0  ةبرجت‎ 
)2- 3()0+ 1( - 0 


0-28 0 3 -غ« اما 
1--1 0 - 1 +« او 
هسه نطلع المشتقة الثانية . 

6 -«6 ح (2د) '”ث/ر 
هسه نعوض قيمة ا مالت المشتقة الاولى بالمشتقة 
الثانية. 

6.3-6-(33)'/ 
توجد نهاية صغرى 2 - 


6 -(1-).6 -(1-) / 
توجد نهاية عظمى 12 - 


عنل3-لاتوجد نهاية صغلى لان الناتج موجب. 
وعند 1--< توجد نهاية عظمى لان الناتج سالب. 
ومطلوب مني اطلع النقطة همينا . ماكو اشكال. اعوض 
قيمة « بالدالة الاصلية وابوك اللّه يرحمه. 
3-:33-3)3(32 - (3)/ 
57ب - 2727 27 - 
اذن النقطة هي (27-,3) وهي نهاية صغرى محلية . 
(1-).3-1(4-9 حع1(8-) - (1-)/ 
123+9-5-- 
اذن النقطة هي (1,5-) وهي نهاية عظمى محلية. 


عر - ممع 
4 


تبسيط 
٠‏ © 


#مر4 ع عر ع (مد) زر 


المشتقة 3 برع + 1 ع (2) '/ر 
8 
0 -ج+1 0 - م ”/ 


2- ح بر 


0-2 طظه< 1/1122 


الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 





هسه نطلع المشتقة الثانية. 


24 

جك - 35ن24- - رمن "/ 
0 000 جد لشي د د 52000 3 24 2 
نعوض قيمة < بالمشتقة الثانية. توجد نهاية عظمى 25-5 د بك - ( 2--) / 
وعند 2 --<« توجد نهاية عظمى لان الناتج سالب. 
ومطلوب مني اطلع النقطة همينا. ماكو اشكال. اعوض قيمة « بالدالة الاصلية 

4 4 
وح سيد لود ح دود دك وار 


اذن النقطة هي (3-,2-) وهي نهاية عظمى محلية. 


))«( - 4 - )«+1(4 


نصفرها 0 ح- 2 '/ر 3 + 4)2- - (0) '/ 


3 


1--< جم 1-0 + للطرفين 0 -1(3+:2)جها 4 جا 1(5-0 +4)2- 
هسه نطلع المشتقة الثانية 
14 + 2) 12- -ح (م) ر 
هسه نعوض قيمة * مالت المشتقة الاولى بالمشتقة الثانية. 
0 > 15 +12-1- - (1-) '/ 
الطريقة فاشلة ولازم نروح ع خط الاعداد ونحترم أنفسنا 


ا كك 0 كت 1- 
اضارة ())7م 7 لب با با لبا با هي 


” ض تزايد 


اذن توجد نهاية عظمى محلية عند 1 -ح- 
ومطلوب مني اطلع النقطة همينا . ماكو اشكال .اعوض قيمة < بالدالة الاصلية وابوك الله يرحمه. 








4 - 14 +1-) -4 - (1-)/ر 
اذن النقطة هي (1,4-) وهي نهاية عظمى محلية . 


المرتبة الثالثة 


برنارد ريمان :18161013100 511711310 عالم رياضيات الماني, ولد في عام 1 ١/1‏ وتوفي في 7 له مساهمات كثيرة في نظرية 
الأعداد والهندسة التفاضلية والتحليل. له عدة نظريات سميت باسمه كنظرية ريمان التي تتعلق بتابع زيتا ريمان التي تقول أن 
القسم الحقيقي من الجذور العقدية لهذا التابع تساوي نصف دوما واشتهر بتوزيع الأعداد الأولية , ويتمتع بمهارات رياضية 
استثنائية . العالم الألماني الذي نشأ في أسرة فقيرة سيكبر ليصبح أحد أعظم علماء الرياضيات في القرن التاسع عشر. 


قائمة إسهاماته في الهندسة كبيرة كما قام بوضع عديد النظريات من إنجازاته على سبيل المثال: هندسة ريمان. سطوح ريمان , 
تكامل ريمان. أكثرما هو مشهور فيه نظريته الأسطورية المشهورة: وهي عبارة عن معادلة معقدة جدا في توزع الأعداد الأولية. 
لم يتم إعطاء هذه النظرية حقها خلال خمسدين بعد وضعها من قبله و ذلك لقلة عدد علماء الرياضيات الذين استطاعوا فهمها 
.لكنها لاحقا برزت لتصبح أحد أبرزالأسئلة المفتوحة بدون حل في العلم الحديث وقد حيرت أعظم علماء الرياضيات . حتى أن أحد 
المراكز البحثية وضع جائز زة قدرها مليون دولارلمن يقوم بإثباتها . النتيجة المترتبة على مثل هذا الإثبات يعتقد بأنها مهمة جدا و 
ذات أثرواسع. يعتقد بأن أنظمة ترميز كبرى سيتم كسرها في حال حدث ذلك لذلك حتى بعد موته لازال ريمان مؤثرا و مساهما 

3 في تطوير الرياضيات الحديثة !. 


ه١‎ 


2 :1320012 7ع 0610© :لزوععءاء 1 #702 





ا الفصل الئاك-رطسمات التفاضل د 


يجاد قيم الثوابت» , م , 2 
ملاحظات قبلا 
** ينطي معادلة بيها مجاهيل هم (....,.3,5,6) وينطي معلومات عنهم. 
* عددالمعلومات تساوي عدد المجاهيل 
لازم المعلومات تحولها الى معادلات بعدد المجاهيل ثم نباشر بحل المعادلات انيا او بالتعويض لنجد 


المحاهيل. 
الحالة الاولى 
لل طم م 
اذا اعطى كاية عظمى, صغرى, حرجة. اذا اعطى نقطة انقلاب للدالة 
لا اذا اعطى فقط قيمة 3-13 منها. + اذا اعطى فقط قيمة 3-13 منها. 
© نجد 68" 1 © نجد ن0' 1 
© نعوض 2-1 © نعوض 2-1 
ه نجعل 0<(" 1 « نجعل 0-0" 1 
”ا اذا اعطى نقطة النهاية كاملة (26.37) + اذا اعطى نقطة الانقلاب كاملة (26.37) 
© نعوض النقطة بالدالة الاصلية. © نعوض النقطة بالدالة الاصلية. 
٠‏ نجد (6)' 1 ونعوض 2-11 ثم ٠‏ نجد (عن)"'"' 1 ونعوض 2-11 ثم 
نجعلها-صفر نجعلها-صفر 


منال ده ا ٠ ١”.‏ - عين قيمتي الثابتين م, 2 لكي يكون لمنحني الدالة عدم + 2يرم + 3 - (20) ل 
تحاية عظمى محلية عند 1-- وقاية صغرى محلية عند 2-2 , ثم جد نقطة الانقلاب ان وجدت . 
الحل (لاحظ معطى فقط < من النهاية ) 
:“للمنحني نهاية عظمى عند 1- << 
6 + ج20 + 4ع3 - (ر) "ل 0 - (1-)/,.. 


-20+ 8[- -3  )1( 
<2 المنحني نهاية صغرى عند‎ 





- )ير 
( هسه صارن عندي معادلتين نخلي وحدة جوى الثانية ونحل انيا بعد نحذف واحد من المجاهيل ) 





-20+ 8[- -3  )1( 
+44 + -ط‎ +12 )2( 


// 
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الفصل الئاك-رطسمات التفاضل 1 


0 0-903 
2 5226702 





نعوض بأسهل معادلة وليكن معادلة ١‏ 
05 ب ك وك 9 ى -ه+3-)2- 
نكتب الدالة ونطلع نقطة الانقلاب. 1 - 0 ثمر ح (مد) ر 
6 -ع32 - 6و3 ع (من) ' 
0 - )”ىر نجعل ‏ 62-3-(2) / 
2ه 3 - 62 0 - 62-3 
اعوض قيمة< بالدالة الأاصلية ونطلع قيمة لا. 


ميك دحك كك 2008 اكرم رم 0 





2١2 2 8 8 8 4 4 4‏ 2 2 
- 6 
4 2 
نتأكدهن كوتها نقطة انقلاي + اقيمة عزوالمستيتقة الثائية وتختبرها حوازيتها زتاكد متهاانت) 
13 1 ف ل لل لوك 


 ٠1/‏ :اذاكانت 522 + 3يره ح (1)2 فجد قيم 1 ©, 2 اذا علمت ان (1.2) نقطة انقلاب للمنحني 


(1.2) نقطة انقلاب تنتمي للدالة.. تحقق معادلتها. 
 5)1(“‏ + 0)1(3 - 2 
ندور المعادلةه 5 +0 - 2 
(1)- -22 - 5ق + م 
"'للدالة نقطة انقلاب عند 7-1 
0 ح (1) ''لر ... 
21 ع 36:2 ع (ن) ' 
+6012 ح (2) ''/ 
2+ 20-0 +(60)1 
ل ه١0‏ - 7 +30 
نحل المعادلتين انيا بالحذف. 
2 - 5 + م 
0 - طم + 30+ 


1- -م 2 - 20- 
نعوض في معادلة ١‏ (لان اسهل) 
3 -1 +2 -(م 2 - [ + 1- 


// 
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ا الفجل الئاك-رَطسمَات التفاضل 00-5 


تمارين-١ ١١‏ اخ :-ليكن (2,6) نقطة حرجة للدالة 5(4 - 22) - » ح (#)م فجد قيم 24 © 2,5 ثم 


بين نوع النقطة الحرجة. 
:” (2,6)النقطة الحرجة تنتمي للدالة.. تحقق معادلتها. 
(1)- - 4م --2)-#»-م6 
٠“للدالة‏ نقطة حرجة عند 2< 
2-0 
3( - :)4- - (0) '/ 
د 22-0)/ 
0 - 3( - 4)2- 
م ادام معادلة بيها مجهول واخد نببسطها ونطلع قيمة 5.) 
لاست عع 0 - 3( - 4)2- 


2 -< م 0 -م-2 للطرفين/ة ‏ 5-0( -2) 


نعوض في معادلة [. 

6 - ه 2-14)-0 -6 
(نطلع نوع النقطة الحرجة يعني يقصد هل هي عظمى لو صغرى ناخذ قيمة ‏ وخط الاعداد والمشتقة الاولى 
ونختبرجوارين.] 

2# -ع)4- - (0 '/ 
أشارة دخ 2 - 


اذن النقطة (2.6) تمثل نقطة نهاية عظمى محلية . 
وزاري:-ليكن الدالة عم + 22م + 3ر - )م تلك نقطة اية صغرى عند 4-< ونقطة انقلاب عند 
1-كافجد قيم 4 © 2,5 . 
الدالة تمتلك نقطة نهاية عند 7-4 
0 ح (4) "1 ُ. 
5 +ع20 +324 ح 'ن] 
0 -ط + (20)4 + 3)4(4 
0 -م + م8 + 48 


(1)-- 48 حدم +جوق 
"” للدالة نقطة انقلاب عند 7-1 


4 -ح را 4 + 48 -ح را 8 - 77 +24 
02 :1200 7 »م61 60 :لطوناعءاء1 2 00# 


0 ع (1) '"ر ... 
0 +62 ح (2) '”/ر 
2 ب 0 - 24 +6 
3-- 1ن 
نعوض فى معادله .١‏ 
2 ْ 8- - م + (3-)8 
مو 


ا الفصل الئاك-رطسمات التفاضل ا 





2 





48 :حليكن (2-,1) نقطة حرجة للدالة 2( + د) - 2بده - ()م فجد قيم 2 ع ,2 ثم بين 


نوع النقطة الحرجة. 
٠‏ (2-,1) النقطة الحرجة تنتمي للدالة.. تحقق معادلتها. 
+ 1) - 2)1(5 - 2- 
(1)-- 2-- 5( +1)-مج 
٠'للدالة‏ نقطة حرجة عند 7-1 
0 - (1) / :. 


(ط + )2 - غ201 ح (ع) ث/ 

0 - (م+ 2)1 - (26)1 

0 -« - 1 - م 2 ب 0 ح- رط + 2)1 - 20 

)2( + 1 - هم 

ملاحظة مهمة: - لا يمكن حل معادلتين انيا بالحذف اذا كانت احداهما درجة أولى والأخرى درجة ثانية وانما الحل 
بالتعويض فقط. نعوض ( أ)في معادلة (1) 

2 ع (2م +28 + 1) -م +1 

1+ 7-1-2 2472-0م‎ ٠-1 


0 7-2+بثم 
0 ح- (1 -2()5 + ط) 
6-7 6-7-0 او 2--همض 22-0ع+زماما 
تهمل ((2--6 لان المطلوب قيم 3,6 تنتمي ل/ الموجب) ٠‏ نعوض في معادلة )١(‏ 
2 - 1 +1 - 00 


نحدد نوع النقطة في اختبار المشتقة 2 أسرع. 
(ط +2)<2 -202 ح (ع) / 
222-22 - 2 ج20 - قار 
مقعرة 2 -(1)"/ 
اذن النقطة (2-.1) تمثل نقطة نهاية صغرى محلية . 


ملاحظة مهمة جدا: - 

34 مرات ما ينطي نقطة الانقلاب او نقطة النهاية بصورة مباشرة وانما مثلا يكول الدالة مقعرة او محدبة أكبر 
وأصغرمن (رقم) فهنا يقصد للدالة انقلاب عند »- الرقم .أو متزايدة ومتناقصة أكبر وأصغرمن رقم.يعني 
للدالة نقطة نهاية عند <«-الرقم المعطى. 

انا شلون نحل ١‏ معادلات ب ١‏ مجاهيل 

”7 تأخذ معادلتين متشابهات بعدد المجاهيل 

7 نحذف احد المجاهيل بحيث يبقن مجهولين بشر ط تطلع معادلة تشبه المعادلة المتروكة. 

”7 ثم من المعادلة الجديدة و المتروكة ل على الا الع فيتط ال 

”7 نعوض هذا المجهول بمعادلة بيها مجهولين ونجد مجهول اخر وهكذا. 

عا شوف حبي كل '[-(<)1 يعني كل (*)1؟ هي نفسها لا مالت النقطة فمو تدوخ من نعوض مكان (<)1. 
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ا الفجل الئاك-تَطسمَات التفاضل 00-5 


تمارين ١ ١177-‏ اخارج: حاذا كانت بح + 2يدط + تيده ع (2) م مقعرة لكل 1 < 2 ومحدبة لكل >> 2 
1 و1 تملك غماية عظمى محلية هي (5 .1 -) فجد قيم */ © © . 2,5 . 


“الدالة محدبة 1 > < ومقعرة لكل 1 < 2 
اذن توجد نقطه انقلاب عند 1<-<<« 
اذن 0 - (1)"/ 
© + ع2 + 24و36 ح (2) ' 
+602 ح (د) ”زر 
2+ 20-0 + (60)1 
(4)1-- - 0 عق + 30 
النقطة(5 .1 ) العظمى تنتمي للدالة تحقق معادلتها. 
(1-)» + 1(5-)م + 1(3-)2 - 5 
© -85 + 4- ح 5 
(2)-- 5ج دع عمق + م - 
:“المنحني نهاية عظمى عند 1 --: 
0 - (1-) /. 
+ ع2 + 24و36 ح (2) ' 
0 -ع + (1-)25 + 1(5-)30 
(3)---- 0 جح +28 -- 30 
(صارن عندى 3 معادلات ]من معادلة 2 ومعادلة 3 (لان متشابهات .) 
١‏ (63---0 حم +م2 -6ه3 
(2)-- 5ج دع عق + م - 


(4)- ا 5 - -20 
(1)- -- 0 -[7 + 30 
1 - هه 5 - 50 

نعوض بأسهل معادلة ونجد المجاهيل 
0 - م + (3)1 
3 -[ط 0 دعم + 3 

نعوض ط,ج في معادلة 2. 

9-ح 5 4 ددعم 1-3-6-5 


١ / 
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1 الفصل الئاك-رطسمات التفاضل د 


الحالة الثانية 
عندما يعطي مستقيم يمس الدالة ويعطي نقطة تماس 


يلل ل لم 


نعوض نقطة التماس بالدالة الاصلية ١-نجد‏ ميل المستقيم -مشتقة معادلة 
وتصير معادلة. ا المستقيم. 
ملحوظة مهمة كل ه معادلة درجة اولى 00 
لمات قدا لمحن لو ما كام ؟'-نجد ميل المماس- مشدتقة الدالة. 
بالسؤال. '-نعوض<!ا من نقطة التماس بميل المماس. 
3 -نجعل ميل المستقيم - ميل المماس لتصبح 
معادلة أيضا. 


ذ-6١5-1١-تارين:‏ -المستقيم 332-37-7 يمس المنحني ع + يرط + 62م ح (2)/ عند 
000 20001 1 
(1--.2) وللمنحني نقطة غاية صغرى عند <-كافجد قيم 4 © © . 2,5 


نقطة التماس (1- .2) تنتمي للدالة . تحقق معادلتها. 
(1)-- 1- عن +27 + ن4 ع + (5)2 + 2(45)© ح 1- 
نجد ميل المستقيم (نشتق معادلته ومادام دالته ضمنية نشتق ضمنيا). 


3 - رو 0 ح- رو ق3 
نجد ميل المماس (نشتق معادلة المنحني ونعوض بيه مالت نقطة التماس حتى يصير جاهز كلش ). 
وعند 2 حب +202 ح (ع) زر 
6 + 4 عط + (20)2 ع (2) / 
هسه نساوي الميلان. 2 لل 3 -ط + م4 
نحتاج بعد معادلة لان "! مجاهيل. بماان للمنحني نهاية صغرى عند -- 
+202 ح (د) ل 0 - 6 
(3)-س ا 0عدصب+م 0 - ط + 286 
صارن عندي 3 من معادلة 2 ومعادلة 3 لان متشسابهات . 
2 دل 3 -ط + م4 
1 ا (3)سس< ‏ 7-0 +0 
2ل 3 -ط[ + م4 
(32)--- 7-0 -4م- 
1 -0 3 - 301 
نعوض في معادلة ١‏ 1 --ط 0 آم +1 
نعوض فى2.5 معادلة 1 
2 ل ل 0 ا 5 
00 1-2-3 دعم 1 -+ح-ع +2 4 1- حع +(1-)2 + (4)1 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 


مثال-9 . . ١10/9‏ #5: اذاكان منحني الدالة © + 822 ل 3ه ح (3)/ وكان مقعرفي 1 > 2 ومحدب في 
1 < ل وبمس المستقيم 28 - 92 + 2037 عند النقطة (1 ,3)فجد قيمة 14 © ©.8. 0 . 





32 > 1 الدالة محدبة 1 < < ومقعرة لكل‎ "٠ 
7-1 فانه توجد نقطة انقلاب عند‎ 
/ )1( - 0 اذن‎ 
' ج36 ع (ن)‎ + 2 
ح (2) '”ر‎ 6012+ 


2)--- 0-ط+ه3 2+ 28-0+(60)1 
نقطة التماس (3.1) تنتمي للدالة . تحقق معادلتها. 
27)-- 1 دع +97 +2706 ع + 5)3(5 + 0)3(3 -1 
نجد ميل المستقيم (نشتق معادلته ومادام دالته ضمنية نشتق ضمنيا). 
و ح نبو 0 -0- وبر 


نجد ميل المماس ( نشتق معادلة المنحني ونعوض بيه مالت نقطة التماس حتى يصير جاهز كلش ). 
3 2 وعند + 24و36 ح (2) ' 
6 + 276 ح (2)3 + 30)3(5 ح (3) '/ 
ميل المستقيم -ميل المماس عند نقطة التمالس 
3 + 9- - 617 +270 


3ح سح 3ح 2 +304 

ومن معادلة 1 و3 . 
2-- كا 91خ 0 - 7 +30 
(83)--- 2-3 +ع3 
17- د 0 - 2 - 60- 
(4)3--- 3-- 2 + 36 
5-7 --39- 

نعوض في معادلة )١(‏ 

3 -م 0 -م ++ (3)1 

نعوض فى معادلة ١‏ 
١‏ 1 -<م.. 1 ذع + (9)53 + (27)1 


فد جم ملاحظة مهمة شوف كبد عمري 
عا مرات ممكن ما ينطي نقطة التماس كاملة بحيث ينطي منها بس قيمة < فقبل ان تباشر بالحل تعوض<« 
بمعادلة المستقيم وتطلع لابعدين تنطلق بخطوات الحل. 
53 مرات ما ينطي معادلة المستقيم وانما ينطي ميل المماس جاهز كرقم فششنو نسوي. 
نجد ميل المماس ونعوض« فيه ثم نجعله يساوي الميل المعطى بالسؤال 
عن ل ار كور رادت فان نقطة التماس (لإ.0) وعكسدها اذا تمس محورالسينات. 
كنا كل نقطة نهاية تمس - تنتمي لمحور السينات او الصادات فان قيمة 0-لا و0- بالترتيب. 


ال 
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/ا: 


الفصل الئاك-رطسمات الففاصل ا 


تمارين-وزاري: اذا كان عم + 22م + مر ح (2)/ , 122 - 1 ع (9)3 وكان كل من 4. ى متماسان عند 
نقطة الانقلاب (171- ,1 ) فجد قيمة غلر © 82.6 . 0 . 


الحل :- 
(131-,1) نقطة انقلاب تنتمي للدالة تحقق معادلتها.. 
(1)» + 5)1(4 + 0)1(3 - 11- 
ندور المعادلة 1--11- ح-ع + +0 
وبما انها نقطة انقلاب عند 1<-< 
0 -00”/ 
ع + عرط2 + 2جع3 ح (2) ' 
+6012 ح (د) '”/ 


2 + 0-( ++ (62)1 
(2)-- - 0 -[78 + 30 
نجد ميل المستقيم (نشتق معادلته. ). 
2- - (3) 9 
نجد ميل المماس (نشتق معادلة المُتَحَني ونعوض بيه » مالت نقطة التماس الى هي نفسها نقطة الانقلاب لان 
هويكول بالسؤال حتى يصير جاهز كلش ). 
1 -لاعند ع + عرط2 + 2يجع3 ع (2) ' 


© + 28 + 34 ع ع + (2)1 + 30)1(5 -ح (1) '/ر 
ميل المماس- ميل المستقيم عند نقطة التمادس 
)03 2 حع + 21 +301 
ومن معادلة 1 و3 . 
1+- 1 حع +7 + م 
«- - - 12+ -ع + 25 367+ 


نعوض 3,5في معادلة 2. 
3 -م 0 -5 + (3)1 
نعوض فى معادلة 1. 
١‏ 1 -ع + 1-3 
9 ح بر + 11- حدم 
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الفصل الئاك-رطسمات التفاضل ا 


٠٠.‏ احد؟: -حد معادلة المنحني اذا كان عع + 722 - 63ج ح (2)/ وكان لل4 نقطة الانقلاب (1,4-) وكان 
ميل المماس عندها يساوي )١(‏ 





(1,4-) نقطة انقلاب تنتمي للدالة تحقق معادلته. 
(1-)ء + 1(5-)5 - 1(3-)0 ح 4 
(1)-- 4 -دعم-[م-م- 
نقطة انقلاب عند 1- << 
اذن 0-(1-)'/ 
© + عوط 2 - 4جه3 - (2) '/ 
6032-6 ع  )2(‏ / 
2 + 2-0 -(1--)60 
(2)#حصححتت. 3-1250 
ميل المماس -1 عند نقطة الانقلاب. 
© + عوط 2 - 4يجه3 - (2) ' 
1 -<» + (1-)2 - 1(5-)30 
3 دابا 1 حدم + 2 +301 
ومن معادلة ١‏ ومعادلة 3. 
وسندحاتب 1 اع +. راق 30-1 
1- ا +4-م--4م- 
4 دا 7-5 +20 
(2) -- - 0 -[ - 346- 


نعوض فى معادلهك .١‏ 
١‏ 0--(5-)3- 
5+ - زا 

هسه نعوض في 1. 
4 دع - 15 -(5-)- 
4- - 4 - 15 - 5 عدم 

مطلوب معادلة المنحني. اكتب المعادلة بس اعوض بيها قيم ©,ط,ج 

42 - 152:2 - ثمر5- ح (ر)] 
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الفصل الناك-تَطبيعَات الشفاضل 


اثوائي: - اذا كان المنحني 1 +<«ط - كرو - (2) / عس المستقيم 613-2+ 87 عند (1 1)و ,2,2 
الحقيقية. 


٠+ 4# 


(1,1) نقطة تماس تنتمي للدالة تحقق معادلته. 





1 +(2)1 - 0)1(5 -1 
(1)- ا 0--4م 
)1 ,1) نقطة تماس تنتمي للمستقيم تحقق قق معادلتهك. 


معادلة المستقيم هي 2<عمير 


[- 2-1-1[1-ه 1(2)ع1(2) 


نجد ميل المستقيم 
1- ديلا 0-آ1ب اللا 
نجد ميل المماس 
2032-6 ح (ن) / 
عند 1< 


20-6 2ط - (20)1 ع 11م 


)2( 1 - -<7 -20 
 )1(‏ 610+ 
------------------ بالطرح 
1 - -مل 
عوض في معادلةا 
1 -[ز 0 م -1- 


اثرائي: - اذا كان المنحني © +- [1/11:/ جه + يده - (2)/ نماسه عند (10-,3) يوازي محور 
السينات فجد 4.15 الحقيقية. 


نقطة التماس (10-,3) تحقق معادلة الدالة. 
1--- مب+ه20-6- 2ع 10-36+5- د + (0)3 - 10- 


٠+ 4904© © امف‎ 


ملحوظة جديدة: - اذا كلك (منحني. ره مستقيه. دالة) يوازي محورالسينات يقث أن ميله (مشتقته) 
يساوي صفر في تلك النقطة. ميل المماس 0 ع (د) ر ميل المماس -0 عند نقطة التماسس. 
4 » 5 +4 - 0 _ - © ح (2) ث/ر 


2 0 - [7 ل مم4 


ومن معادلة7 و2. 
1 --- 20-- م +ه6 
 - -- )2(‏ 8-0 +40+ 
سا ع سس سس دسب بالطرح 
0- -ح- م 0 ح )2 
نعوض في معادلة ١‏ 
> 0 - م 0 - م+(10-)4 
الى 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 





الحالة الثالثة 
اذا طلب معادلة المماس شنسوي؟ اذا اعطى رقم وكال (يمثل- يساوي - قيمة) نهاية او 
مثلا عند نقطة النهاية او الانقلاب فنجد 6 تمثل نهاية عظمى محلية. نهاية صغرى قيمتها 
نقطة الانقلاب ونحولها الى تماس. 8. للدالة نقطة انقلاب تساوي 3 . في كل هاي 
” نجد ميل المماس -مشتقة الدالة ونعوض العبارات الرقم المعطى يمثل قيمة لا. ثم نجد<: - 


قيمة“ا من نقطة التماس والناتج - 
” نعوض نقطة التماس والميل بمعادلة ' 0 : 
22711 00 ات و 
ْ د. 
1د - 33236 ح 71 - بز ثم نعوض (لا,<<) بالدالة ونجد المجهول. 


نجد () ؛ونجعلها - صفر. 


”ناذاكان للدالة © ل 322 - 35م ح (2) فاية عظمى تساوي 8 , ونقطة انقلاب عند 1-<: 


فجد قيم ©,2 الحقيقيتين. 
الحل: - خل نبدي من معلومة نقطة الانقلاب. لان من اشتق راح تبقى بس 2 واكدر اطلع قيمتها. 
بماان المنحني يمتلك نقطة انقلاب عند 1-*< اذن 0 ح (1) '/ر 
0 - 6 + (60)1 6 662:4 - (2) ''ر 6 + 361:2 ع (ن) ' 
1 - 0 6- - 606 
اذنالدالة ع + شيرق + 5مر- ح رين ] 
النهاية العظمى (8 .7) نجعل 0 - (2) '/ ونجد< 
3+ 62-0 3224 4ر3 + :32- ح (22) ' 
0 - (2 -2ه)2 2-0 معن 
2 -ت#د أو 0 د اما 


نختبرها على خط الاعداد لنتأكد من قيمة اي تعطي نهاية عظمى . 
احارة رع يي ا لير د 1 01 7 ل| لجر ترم 


:> بار جع كع كهد بف 7-2 
| © تمعلك نهاية عظمى محلية عند 2 > »ا 
اذن النهاية العظمى ( 2,8 ) وهي تنتمي للدالة وتحققها معادلتها 
ع + 3)2(5 + 2(3)- - 8 
© +12 + 8 ح قن 
4 - 4 8 دم 


١0 


2 :12200 7»ع 1م 60 :لطوناعءاء1 #702 0/0 


1 الفصل الئاك-رطسمات اتفال ا 





05 دا ذاكانت 6 تمثل تماية صغرى للدالة ع ل مر 34 ح (2 ) رفجد قيمة 


المماس للنحنى في نقطة انقلابه. 


النهاية الصغرى هي (6 .:1) نجعل 0 - (2) '/ ونجد قيمة<. 





0 ع (م - 2)2 3 + 3122-0 -62 
2 -ت د أو 
نختبرها على خط الاعداد لنتاكد من قيمة اي تعطي نهاية صغرى . 
3-10 
أشارة (6')7 22 2 1 30 2*0 


نقطة النهاية الصغرى لمنحني الدالة 0:6 ) 


اذن نقطة النهاية الصغرى (حسبب الاختبار)(6 .0) وهي تنتمي للدالة وتحقق معادلتها. 


6 م 
الان نجد معادلة المماس للمنحني . نجد نقطة التماس -نقطة الانقلاب 
0 ع6 -6 62 - 6 ح (2) '”ر 


قيمة فر ©©, ثم جد معادلة 


“عر3 - عر6 ع (2) ' 
0 -« اما 


ع + 03 - 3)0(5 - 6 


“عر3 - عر6 ع (2) ' 


1-ين 6 -ع612 


(نعوض قيم » بالدالة الاصلية ونطلع قيّم ن-()؟ حتى تصير عندي نقطة كاملة) 


8 - 66 +3-1 -6 + 1(3)- 3)1(5 -ح (1)/ 


نقطة انقلاب هي (1.85) وهي نفسها نقطة تماس 
نجد ميل المماس نعوض قيمة ا 


- 3ح 3)1(2 -(1) .6 - 322 - 62 - (2) '/ 


معادلة المماس هي :- (1.8) والميل -10-<3 


(1< - )مم - 01و - بون 


نصفرها لازم 
0 ع 5ك عق امن 0 - 3 +32 -8 ور 


(1 -#)3 - رق - ب 
38-3 -<8-و 


اثرائي :-اذا كانت للدالة© + 5م - 324 ح (3)/ نحاية صغرى تنتمي محور السينات فجد قيمة 14 ©© 


النهاية تنتمي لمحور السينات اذن النهاية الصغرى هي (0,*<) نجد قيمة<« 
0 ع (مر - 2)2 3 + 3122-0 -62 
2 -ت د أو 
نختبرها على خط الاعداد لنتاكد من قيمة اي تعطي نهاية صغرى. 
0 -» .:. 
أشارة (©)”/ 6 22 حي (0عج 0 


نقطة النهاية الصغرى لمدحدي الدالة(0,6) 
اذن نقطة النهاية الصغرى (حسب الاختبار) 
(0.0) وهي تنتمي للدالة وتحقق معادلتها. 





0 دع 


ا / 
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“يرق - عر6 ع (2) ' 
0 تعد اما 


ع + 03 - 3)0(5 - 0 


الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 





الحالة الرابعة 
إذااعطص نقطة يمر-يقطعها- تنتمي - تقع على المنحني هاي نستفاد منها مرة واحدة فقط نعوضها 


بالدالة الاصلية. 
إذا طلب اثبت ان دالة لا تمتلك نهاية عظمى. نشتق ونجد النهاية ونشوف نوعها. 
إذا اعطى قيم ج بشكل خيارات بحيث يجعل 
*» الدالة محدبة او مقعرة لازم نطلع المشتقة الثانية ونختار الرقم الي يخلي ()'' ؟ -موجب او 
** تمتلك نهاية عظمى او صغرى نستخدم طريقة اختبار المشتقة الثانية ونختار عكس الاإششارة. 
** متزايدة او متناقصة نجد ' 1 فقط ونختار إشارة الرقم الي يخلي - , + -' ؟ حسب المطلوب . 


8 © : -اذاكانت الدالةمدحع + 852:2 - 53م ع («)#قر ب(2-.2-) ولما نقطة انقللاب عند 
1-< فجد قيمة 1# © ©.8 ثم جد النهاية العظمى ا. 


نقطة (2-,2-) يمربها منحني الدالة اذن هي تنتمي للدالة. تحقق معادلتها 
(2-)ع + 2(5-) -2(3-) -2- 


2 ب ع2 -48 8 -ح 2 
© + 28 + 4 - 1 
(1)- ل 5 حصن -- 21 4 -1 دح +2 
وبما ان المنحني عنده نقطة انقلاب عند 1-*< اذن 
0 -(1) / 
62-7 ح (د) ''ر © + ج28 - 32:6 ع (م2) ' 
25-0 -(6)1 
3 - م 6 - 21 
نعوض فى معادلة 1 
ه--م-3 جع 3--عم +6 3 ح-ع + (2)3 
النهاية العظمى واجب. 


قارين: - الدالة 8 + 62 - 024© ح (2) رحيث [8 .4-)-2 فجد قيمة 2 التي تجعل الدالة 


١-محدبة‏ ؟- مقعرة. 
0 -ح (2) '”ثر 6 -202 ح (ع) / 
أ-لكي تكون الدالة محدبة يجب ان تكون اشارة المشتقة الثانية سالب. 
4- - ع .:. - - (#) / 
ب-لكي تكون الدالة مقعرة يجب ان تكون الاشارة موجب 
8 ح- 0 .. + ح  )«2(‏ /ر 


م 
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الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل 00-5 


4 : -الدالة 8 + 6*8 - 2ه ح (2) كرحيث [1.0.1.3-)-2فجد قيمة 2 التي تجعل الدالة 
مدلك هاية عظمى . 
(قيمة 3 لو -1لو 0 لوا لو3 وحسب الملاحظات الي فوك ) 

41 ح (2) / 
[ حتى اعرف قيمة 2 لازم عندي قيمة »ا ولا نكدر نختبر على خط الاعداد لان مجهولين ما نكدر نطلع قيمة ) 
نستخدم طريقة فحص المشتقة الثانية. 

 )2( - 0‏ / 
لكي تكون للدالة نهاية عظمى . يجب ان تكون إشارة 

1- -0... -ح (2) /ر. 

4 د 1: - ائبت ان الدالة 0 عد عر 5 2ب ح (6ن) ملا تملك نهاية عظمى محلية. 


مرج - كير - (مد) /ر 


0 ع رعد) 'ر المشتقة 20 - 4 رم + ع2 ع (2) 'ر 
0 
07« 0 -<-ج-+:21 
23 
7-5 ديو للطرفين /: 5 د تير ب 0 -0 + 5ر2 جه 


(مادام اكو مجهول دما كدراختبر نوعها على خط الاعداد لان ما أكدراخذ أكبر وأصغر من <. نختبرها بالمشتقة 
الثانية. هسه نطلع المششتقة الثانية) 


20 5 " 
سج - 02 - 2 -ح (2) '”ث/ر 
(هسه نعوض قيمة< مالت المششتقة الاولى بالمشتقة الثانية) 
20 20 0 |3 
6 -2+222--2--2- المت هي دز ]| |'/ 
0-2 


بماان الاشارة موجب. توجد نهاية صغرى فقط. اذن لا توجد نهاية عظمى. 
اثرائي: اذا كانت (1.2) نقطة حرجة للدالة 5 - 2ترط + بوعرط + #يرعفجد قيم 14 ع 2,2 
(1.2) تنتمي للدالة تحقق معادلتها 
00 5 -ام6 10م 5 - 45 + م2 +ع 5 - 2202م + (5)1()2 + 1(2)ه 
بما ان الدالة لها نقطة حرجة عند 1-اذن 
0 ع برع (1) '/ 


0 ح 'توتوط 2 + توط + 'تقعدط + :2023 


2 :+ 0 -2 204 0 - (2)2()0 + (2)ط + (2)1()0 + (20)1 
)2 0 - 8 + م 


١0 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 





ومن معادلة ١‏ و .١‏ 
(1) 5 - ط6 +0 
)2( 0 دع + ملك 
---------بالطرح 
1--ه0 0 - 1 + مه  )2(‏ 1 -م 5 - 50 


المرتبة الثانية 
الألماني العظيم والفت الخارق و الأستاذ النرجسي وأبو العلماء 


كارل فريدريش غاوس : 6310155 111601117 02,1)عالم رياضيات و فيزياء الماني , ولد في عام ١1١١1‏ وتوفي في ١1/17‏ لقب بأمير 
الرياضيات. كانت له مساهمات عديدة في مختلف المجالات مثل الجبر نظرية الأعداد التحليل الإحصاءات الجيوفيزياع, 
والهنددسة التفاضلية , والبصريات والكهرباء الساكنة وأيضا في علم الفلك واعتبرمن أكثر العلماء تأثيرا بتاريخ الرياضيات, 
هذا الفتى المعجزة إن صح القول يعرف ب أمير الرياضيات .صنع أولى اكتشافاته الهامة حين كان لا يزال مراهقا ! . وكتب أعظم 
إبداعاته و هو بحث في الأعداد باسم “استفسارات حسابية ” حين كان في ال١!‏ من عمره فقط !. 


تخرج من الجامعة في عام 191/8 و عمره "١‏ عاما و بدأ عدة إسهامات هامة في مختلف مجالات الرياضيات و على وجه الخصوص 
نظرية | الأعداد و خاصة الأعداد الأولية. كما قام بإثبات النظرية الأساسية في الجبروأوجد ثابت الجاذبية في الفيزياع. و كل ذلك 
قبل أن يبلغ ال 15 من العمر. استمرغاوس في إبداعه حتى موته في عمر ال 17/. وقدقام بعمل جبارفي مختلف المجالات 
لاسيما الرياضيات لا يزال يذك بسببه إلى الآن. 


وتم الاعتراف بغاوس باعتباره موهبة رائعة على الرغم من أنه ناتج عن اثنين من المنشورات الرئيسية في عام .14٠١‏ وكانت 
صحيفته قبل كل شيع أول كتاب منهجي في نظرري ية الأعداد الجبري. . 411111611626 15 روبد هذا الكتاب مع 
الحساب الأول مننْ حساب الوحدات حيث يعطي وصفا دقيقا لحلول الحدود من الدرجة الثانية في متغيرين من ن الأعداد 
الصحيحة وتنتهي النظرية الى العوامل المذكو رة أعلاه. وهذا الخيارمن المواضيع والتعميمات الطبيعية لتعيين جدول الأعمال 
في نظرية الأعداد لجزء كبير من القرن ال15, ولأهتما” غاوس المستمرة بهذا الموضوع دفعته للكثير من البحث . خصوصا في 
الجامعات الألمانية .وكان المنشور الثاني هو إعادة اكتشافه عن الكويكب سيريس . وكان الأكتشاف الأصلى من قبل الفلكى 
الإيطالي جوزيبي بيازا في عام ,1/٠١‏ والذي ة قدأثارضجة كبيرة . ولكنها اختفت وراع الشمس قبل اتخاذ الملاحظات الكافية ' 
لحساب مداره بدقة كافية ليعرف أين سوف يعود الى الظهور ونافسه العديد من علماء الفلك لشرف العثور عليه مرة أخرى, 
ولكن فازغاوس . 


غاوس لسنوات عديدة في مجال الفلك ونشر عمل كبير على حدساب المدارات. وكان الجانب العددي من هذا العمل أقل إرهاقا 
بكثير بالنسبة له من معظم الناس. 


قام غاوس للتحدي المتمثل في مسح الأراضي .وقد اخترع جاوس من حجرالدم ”أداة تعكس أشعة الشمس في شعاع 
تركيزي والتي يمكن ملاحظتها من على بعد عدة ميال ' '. مما أدى إلى تحسن دقة الملاحظات . 


وكان آخراكتشاف له في وسيلة صياغة مفهوم انحناء السطوح 
عمل غاوس على نظرية الأعداد. واستخدامها لبناء الخرائط . والعديد من المواضيع الأخرى . 


وفي عام ٠‏ ١/ام‏ أصبح مهتما بالمغناطيسية الأرضية وشارك في الاستطلاع الأول في جميع أنحاء العالم في المجال 
المغناطيسي للأرض ” لقياس ذلك وقال انه اخترع المغناطيسية”. مع نظيره الزميل غوتنغن والفيزياني ويلهلم ويبر 'وقال 
انه قد م أول تلغراف كهرباني ولكن ذلك 0 اليد اليوم بالنظرية 
المحتملة الذي هو فرعا هاما في الفيزياء الرياضية الناشئة شئة عن دراسة الكهرومغناطيسية والجا 


حصل على جائز الأكاديمية الدنماركية للعلوم في عام 1117 ل 
المعقدة والتكامل , 


نشرعن وظائف الشكل البيضوي .وبحلول ذلك الوقت كان يعرف كيفية استخدام المعادلة التفاضلية لإنتاج نظرية عامة جدا 
من وظائف الشكل البيضوي . 
خرج من بين طلابه أعظم علماء الرياضيات ومنهم ديكدند وريمان 
مع كل هذه المعجزة لكنه ليس الأعظم في الرياضيات 


١ م‎ 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 





الرسم البعيائسى للدالة 
نجد اوسع مجال للدالة. حيث كثيرة الحدود مجالها 5. والكسرية نجعل المقام -0 ونجد قيمة كا ويصبح مجالها -8 
(11. 
نجد نقاط التقاطع: - 


» معالسينات نجعل 0-ل ونجد قيمة »“افتصير النقطة (1),0). 
©" ب-معالصادات نجعل 0-'ا ونجد قيمة لافتصير النقطة (لا,0) . 
نجد المحاذيات فقط للدوال الكسرية: - 
*» المحاذي العمودي: - مباشرة نجعل المقام -0 ونجد قيمة كا لتمثل خط مستقيم عمودي ممنوعع الدالة 
تقطعه لكن تحاذيه. 
** المحاذي الافقي: - لازم نجعل الدالة بدلالة لاحيث نطبق وسطين في طرفين ثم نقل ثم عامل مشترك ثم بعيد 
ع قريب ثم نجعل المقام - 0 ثم نجد قيمة لالتمثل مستقيم افقي يسمى محاذي افقي لا تقطعه الدالة بل 
تحاذيه. 
نجد التناظر نعوض مكان كل () بالدالة ب( ) والناتج هو (< -) / ثم نشوف الناتج 
”7 اذا كان يشبه الدالة الاصلية فان الدالة متناظرة محور الصادات واذا د يختلف كانه ل يوجد 0 الصادات 
7" نضرب الدالة بسالب واذا كان الناتج يشبه (-)/ فانها متناظرة مع نقطة الأصل والعكس صحيح 


يوجد تناظر مع الصادات (2)] - ر«-) زر 
يوجد تناظر مع نقطة الاصل () #- -ح رع« -) ر 
نجد النهايات والتزايد والتناقص. 
نجد التقعر والتحدب ونقاط الانقلاب. 
حعدت النناءا مالتك بجدول لازم عندك 5 نقاط اواكثر واذا اقل افرض قيم ا اضافية من يمك وعوض بالدالة وطلع قيم 


ا 0 
والانقلاب فقط تكون بيه الدالة متقوسة بطريقة تحدب او تقعر. 


رسومات بعض الدوال 


رسم أي دالة من الدرجة الثانية 


00 “يرم - بو 
© د برط + أيرم <- بو 


رسم اي دالة من الدرجة الثالثة او ايخامدةة او الب 


6 + يرم[ + 5يرم بز + ذيرم د برو 


رسم أي معادلة من الدرجة الثالثة لكن تحتوي < أخرى يعني 
بعرم + ثموم د بو 
ع + كيرا ةيرم د رو 


آَم 





2 :50012 ع132 0617© :لزوعععءاء 1 02 00# 


اا الفصل الئاك-رطسمات اتفال ا 


رسم دالة بصورة 






بالنسبة للتناظر: - هو انعكاس الرسم حول محور الصادات او نقطة الأصل. بالنسبة لمحورالسينات لا يوجد ضمن منهج السادنس 
كيفية معرفة الدالة متناظرة مباشرة 


« 


4 إذا كانت الأنسين جميغها زوجية فان الدالق متناظرة مع محوراكضادات: 
+ يرم - كين < بو ترم - كوم < بو 
* إذا كانت الأسس فردية فان الدالة متناظرة مع نقطة الأصل.مثال 
عدط - تيرم ح- بر 
* إذاكانت الأسس مختلطة (زوجية -فردية) فان الدالة غير متناظرة مع الصادات ولا نقطة الأصل.مثال 
4 دمح + تيرم - كعم د بر 
* إذا كانت الأسس فردية وتحتوي حد مطلق لا يوجد تناظر ابدا. لكن بحالة الزوجية سواع كان هنالك حد مطلق او لا فأنها 


0 


« 


0 


متناظرة. مثال 
© + زط - 5يرم د بر 
لك ع ع عو 4# وو يو د 
بالاستعانة بمعلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة اشارة (9)/+ +777 سم تايح 
ا ل 
كر ح (<) ر كت ) ؟ متزايدة في كل من (0<*«: »ا [0>*«:«] 


(0,0) نقطة حرجة لا تمثل نقطة نهاية. 


١-اوسع‏ مجال للدالة هو 8 لانها كثيرة الحدود. 


ا ١‏ -نجد نقاط الانقلاب: - 
؟-نجد نقاط التقاطع:- : انقلا ' 
ا-مع محورالصادات نجعل 2-0 المشتقة | م202 ح () /ر ' 
نقطة التقاطع هي (0.0) 05-0 -(0),ر نصفرها | 0-0 7 
ب- مع محورالسينات نجعل 0-(:)1 0 0 جب 0 5 20 
5 5 -ى ح يو, 
للطرفين ”د - 0 |] نعوض قيم < بالدالة الاصلية ونطلع قيم /ا-(*)) 
و له ل 5 - 
نقطة التقاطع هي (0)0.0 © - “| صارت عندى نقطةص 0 - 0(5) - (0)/ 


-# توجد محاذيات لان الدالة ليست نسديبية. 


*-التناظر: -(نعوض مكان كل “ا ب<- ) 


(0)0.0 
ونختبرها بالمشتقة الثانية . 


201 ع جو 2 ك3 لس ست سس شت 
اشارة )”+ ]| 







هسه نقارن هاي ام اللون الاصفر مع الدالة ومع الدالة من تقعر تحدب 
نضربها بسالب 4 مقعرةفي [0<«:»*«ا] 


1 محدبة في [0><:»ا] 
.”. (0,0) نقطة الانقلاب 


0-نجد النهايات:- 


المشتقة م5 ح (2) '/ر 
نصفرها 0 ح (2*) /ر 
0 - يع 0 ع ير 5ج 0 -1ير5 
نعوض قيم < بالدالة الاصلية ونطلع قيم نا-(*)؟ حتى تصير 
عندي نة نقطة كاملك . 
0 ع ”(0) ع (0)ر 


صارت عندي نقطة هي (0 .0) ونختبرها . 


لم 


2 :12200 0107© :لزوعععءاء 1 #702 0/0 





1 الفصل الئاك-رطسمات التفاضل 5 


/١'-هسه‏ نجمع كل النقاط الي حصلناها. مالات التقاطع ومالات 
النهايات والانقلاب بس بلا تكرار 


2 


وتعود 
(32-.2-)1- 1- | إضافية | بالدالة الاصلية 


7-2 1 2- 2- - 4 
: ! وتطلع قد 
ناتج مالتها 





7 حدد موقع النقاط. وتبدي تخلي القلم مالت على النقطة الي بيها اقل قيمة < وثم الاكبر منها وهكذا لما تخلصهن. 

7 من تروح على نقطة عظمى تصعد للنقطة د ثم تنزل بشكل قوس متحدب. وإذا صادفت نقطة انقلاب تغير التقوس بشكل 
متقعر. 

”7 من تروح على نقطة صغرى تنزل ثم تصعد ب بحيث بشكل منحني مقوس بالتقعر. 

7 اومن خلال الرسومات المعطاة نكدرنرسم بشكل نهاني ودقيق. 


5: 


2--- :12200 7»ع 1م 60 :لطوناعءاء1 #702 0/0 


00 الفصل الئاك-رطسمات التفاضل ا 





بالاستعانة بمعلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 


4 + “3 - ثيد - (80), - بر 


١‏ -اوسع مجال للدالة هو 5 لأنها كثيرة الحدود. 
'-نجد نقاط التقاطع: - 
أ-مع محورالصادات نجعل 0- 
4 - 4 + 3)0(5 - 
نقطة التقاطع هي (2)0.4 
ب- مع محورالسينات نجعل 0-(1)2 
4 + 2ر3 - ثير - 0 


اي معادلة من3 حدود ودرجة ثالثة انتبه زين شنو جاي اكول. 
هاى ما نكدر نحلها بالسادس. توجد نقاط ببس ما نكدر 
نطلعها. 


٠“ /)0( - 3 


-# توجد محاذيات لان الدالة ليست كسيرية. 
-التناظر: - نعوض مكان كلا با- 





0-نجد النهايات: - 
ح- (2) '/ المشتقة 6 - 32:2 ح (عد) ' 
نصف يق 0 
3 + 62-0 #يرق3 
0 - (2 ->)ع» 0 ع2 2ن 
2 - 2 او 0 2 اما 


نعوض قيم » بالدالة الاصلية وال ا /١-(1)7؟‏ حتى تصير 
نقطة كاملة . 


عندى 











)00.4 4 - 4 + :3)0(5 - :(0) - (0) / 
4 + 3)2(4 -2(31) - (2) / 
(2.0) 0 -8-12+4- 
صارت عندى نقطة هى (2.0) (4 .0) ونختبرها 
000+ +++ ++ سس سل 5+ ج + م 
اشارة (2)/) 5 19 3 
(0.4) هي نقطة نهاية عظمى 
(2.0)هى نقطة نهاية صغرى 
]متزايدة فى كل من (2 <:«؟ , (7:7>0) 
] متنافصة فى الفترة (2 , 0) 
1-نجد نقاط الانقلاب: - 
المشتقة الثانية 6 - 62 ح (2<) 'ر 
نصفرها 0 ح رت ر 
6 ع6 0 - 6 -62 
1 -2 


نعوض قيم « بالدالة الاصلية ونطلع قيم لا-(*7)؟ حتى تصير 
عندي نقطة كاملة. 
هه 2 - 4 +3 -1 -4 ب 3)1(5 - 1(3) - (1)/ 
200 صارت عندي نقطة هي (2 .1) ونختبرها. 


12200: 2 


17 0 :لزواعءاء1 


اشارة )”7 سمه 


عكر دب 
1مقعرةفي (8<1:« 
1محدبة في (1)7:8>1 
0 (2 ,1) نقطة انقلاب. 
نجمع كل النقاط الي حصلناها. مالات التقاطع ومالات 
ا ا 





هسه نبدأ باقل قيمة 1 -<-خا نصعد للعظمى بشكل محدب الي 
هي 2-0 وننزل محدبين تم 1 -»اهاي انقلاب يعني منها ونبدي 

حال نر مور ع ار صخري مها وبصجد ان 
النقطة 3-» ونستمر الى ما نهاية بعد. 





10-2« ط طظش 1/1212 





بالاستعانة بمعلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 


“مر - بوم - (#)/ر ح 1 


١-اوسع‏ مجال للدالة هو 5 لأنها كثيرة الحدود. 
"-نجد نقاط التقاطع: - 
أ-مع محورالصادات نجعل 0- 
6 - *(0) -(6)0 - (0)/ 


نقطة التقاطع هي (0.0) 
ب- مع محورالسينات نجعل 0-(1)2 
0 ع وج - 6)عر مر - بر6 - 0 
0 - كع 6 او 0 -< اما 
6 ح- بر 6 - 2ن 


نقطة التقاطع هي (1/6:0-) (6.0/) 


0)0.0( 


'- توجد محاذيات لان الدالة ليست كسيرية. 


*-التناظر: - نعوض مكان كل < با- 











نقارن 
رع مد-)/ 
الدالة غير ضيف محوزالضادات 
0-نجد النهايات: - 
المشتقة 3 - 6 - (2) ' 
نصفرها 0 - (0 '/ 
3ه (0- 2ر3 -6 
12-2 
2 ح بر 2-6 
نعوض قيم < بالدالة الاصلية ونطلع قيم /لا-(*7)؟ حتى تصير 
عندي نقطة كاملة. 
(012- (60/2 - (0/2/ 
(2/ح2.4/) 2 - 21/2 - 61/2 - 
(2اس) - (لاح)ة - تلحر 
2 - 20/2 + 61/2- - 
(2/حه4-.2/) 
7 2 
بس سس سس للب ج ل + ا 20 





سوم دونز 


(41/2 سدم 
ه (40/2- .1/2 -)هي نقطة نهاية صغرى 
آلى 


1200: 2 


الفصل الئاك-رطسمّات الشفاصل 


07 :للوءاعءاء1 





1 متداقصة في 2 <ك: )2 > ينمرا 


متزايدة في |22 
-نجد نقاط الانقلاب:- 
المشتقة الثانية 62- ح (2) ''ر 
نصفرها 0 ع («ت) 'ر 
6ب - 0 -6- 
0 ح عد 


اعرد لاله إتصلي ونطلع قيم ا-(*)1 حتى تصير عندي 


٠6+‏ 1 ك5 
0 - *(1)0- (6)0 - (0) / 
صارت عندي نقطة هي (0 .0) ونختبرها. 


0 


محدبة مفعرة 


مقعرة (0>«:»«ا 
محدبة (0<«:«ا 
٠.‏ نقطة الانقلاب (0,0 ) 
1'-هسه نجمع كل النقاط الى حصلناها. 


02 120225 عطس 
(2مه-.2/) | 2/مه- | 2/ت | صغرى | 


بدأباقل قيمة 3 2- 2 17/6- -2 وننزل الى الصغرى بشكل 





متقعرالي 1.4- - 17/2-  -‏ نصعد متقعرين الى ثم 0- 
هاي انقلآب يعني منها ونبدي نغيرالتقوس نسوي محدب ثم 
1.4 17/2 - دهاي عظمى منها وننزل الى النقطة عن 


جثير 
شلون نطلع الجذور لارقام مالها جذور 
نستخدم قاعدة التقريب التاليهة 
عدد قريب له جذر + عدد 


لسن للسلسسس بحت يمفى 
عدد قريب له جذر/.2 


- 5 


- 1 


2 

4 ل 

5 ----ل-6ل 
4 27/4 


6 - 1.5“ 4 ح 4/2 


ا 


2---0350«*طظه 1/1212 








242ل 


بالاستعانة بمعلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 


ع 2 1 > رار بر 


١-اوسع‏ مجال للدالة هو 8 لانها كثيرة الحدود. 
"-نجد نقاط التقاطع :- 
أ-مع محورالصادات نجعل 0- 
0 -ح 0(5) -(3)0 - 10 -ح (0)/ 
نقطة التقاطع هي (10.0) 
ب- مع محور السينات نجعل 1)١(-0‏ 
1-+خم #مر - م3 - 10 - 0 
0 -(2 ->5()2 +ع) 0 - 32-10 + شع 
5- - برجا 0 - 5 +2 اما 
2 -2 0 2 -« او 
نقطة التقاطع هى (5.0-) 
“8-1 توجد محاذيات لان الدالة لييست كسرية. 
*-التناظر: -نعوض مكان كل < با- 


هسه نقارن هاي ام اللون الاصفر مع الدالة ومع الى ضربناها 
سالب . ١ ١‏ 








الدالة غير متناظرة 


محور الصادات 





الدالة غير متناظرة مع نقطة الاصل 
0-نجد النهايات :- 
المشتقة 22 - 3- -ح (2) '/ر 
نصفرها 0 ح رز« /ر 
2:05 0 32-2 - 
3 
لح ير 


2 
نعوض قيم < بالدالة الاصلية ونطلع قيم /لا-(7)؟ حتى تصير 
عندي نقطة كاملة. 


0 


/ 


12200: 1-2 


7 ع1 60 :لطواعءاء1 


ا الفصل الئاك-تَطسسمَات التفاضل د 


صارت عندي نقطة هي (--. - -- ) ونختبرها بالمشتقة الاولى 
-- 
أشارة 0 
ش 47 د مح .بع مي ب هبه 
20 يس سسببيب 0 


49 


(د. 2 -) هي نقطة نهاية عظمى 


ا 1 0 لت 
ومترايدة في 1 اام 0 


1 -نجد نقاطالانقلاب:- 
المشتقة الثانية 2- - 0)”/ 
0 ح («) “ل 
0 # 2- 
عبارة خاطئة. لا توجد نقاط انقلاب . والدالة محدبة لان اشارة 
المشتقة الثانية سالب . ولا توجد فجوة . 
/ا- -هسه نجمع كل النقاط الي حصلناها .مالات التقاطع ومالات 
بلا تكرار. 


نصفرها 





2226 


هسه نبدأ باقل قيمة 5 - - * ونصعد الى العظمى بشكل 
١ 3‏ 5 . 5 ات 

محدب الي -- - تدوننزل متحدبين الى ثم 0< ونستمر الى 

1 -لاثم 2<“ وكل هذا الحجى بشكل محدب. 





0-2 طش 11*22 





بالاستعانة بمعلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 


“بكتري 2 رزرار در 


١-اوسع‏ مجال للدالة هو 8 لانها كثيرة الحدود. 
"-نجد نقاط التقاطع :- 
أ- لدو ا ا 
0(4) - *2)0(4 - (0)/ 


نقطة التقاطع بف )(2)0.0 
ب- مع محورالسينات نجعل 0-()1 

0 ع رثع - 22)2 في 2ر2 - 0 
0 ع - 22 اما 
2 وكير ير 2 لو 

2 - 
نقطة التقاطع هي (2.0 (017/2.0) (0.0) 

نله. 


32 
“-لا توجد محاذيات لان الدالة ليست كسر 


*-التناظر: نعوض مكان ل 2 








نقارن 
الدالة متناظرة مع محور الصادات 
الدالة غير متناظرة مع نقطة الاصل 
0-نجد النهايات: - 
المشتقة أمر4 - من4 ع (مر) 'ر 
نصفرها 0 ح- (#ت) ل 
4 + 0- 3عر4 ع4 
ح- (ث2مج -1) > 
0 2 اما 
الاي 0 -5ع-1 او 
1+ -ح نر 


نعوض قيم بالدالة الاصلية ونطلع قيم ن-():)] 
 )0.0(‏ 060-*0)-202 -(م6م 


(1.1) 1 -1(14-2-1)-2)1(2 - (1)/ 
1 -2-1 -1(4-) - 2(- 24 - (1-)/ 
(1.31-) 
صارت عندى نقطة هى (1.1()1.1()0.0-) ونختبرها.. 
! 5 1 اثارة ||" 
مده 0 اك ++++ 





الحسوما ا م8 


(1.1()1.1-) هي نقطتا نهاية عظمى 
(0.0)هي نقطة نهاية صغرى 
هنا عندي هواي مناطق شلون راح اكتبها باوع عليه :- 
مو مناطق التزايد -[1- > 2« :2 والفترة(0.1) 
-- مناطق التناقص -[1 < 2« ::) والفترة(1.0-) 


1200: 1-2 


الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 


7 ع 0610© :لزوعععءاء 1 





1 -نجد نقاط الانقلاب: - 
المشتقة الثانية 122 - 4 ح (من) 'ر 
نصفرها رار 
4 ب 0 - 1222 - 4 
0 322 -1 
1 
حت 2 
8 + 
1 : 
جاح ح عر 
1/3 


نعوض قيم < بالدالة الاصلية ونطلع قيم ا-(*)14 حتى تصير عندي 
نقطة كاملة. 


()- جنا - 2 








18-5 _1 0 
9و9 203 
5 _ 15 
20200903 
و ج) 
1 : 3 0/3 
1 1 1 
[-) - (ج-) :2 - (ج-)/ 
18-5 _1 2 _ 
900089 203 
5 0-15 
083 02009 
0 
3 7/3 
15 ل 
#الرمنيبدطة مي" 2 0 8 ونختبرها 
1 0 
اشارة (0()"] دع مكمصع كه ١‏ لاسا ع 
ظ ألو غاب 
5 1 5 1 
نقاط الإنقللاب |١222‏ ال حيدم 
١‏ 3 3 | 3 0/3 أ 


10-2« ط طظش 1/1212 





0 الفصل الئاك-رطسمات اتفال حدر 


المرتبة الأولى من نصيب السويسري 
ملك الرياضيات 


إن كان غاوس هو الأميرفإن ليونارت هو الملك إن صح 
القول. ينظر إليه على أنه أعظم عالم رياضيات مشى على 
هذا الكوكب. 





ولد ليونارد أويلرفي مدينة بازل ( - (ا©ع5235 1 سويسرا في 
الخامس عشرمن ن شهر نيسان. عام /ا١/اا‏ م . دراساته 


[نبدأ باقل قيمة 1.4 - 2< 17/2- - 2 ونصعد الى العظمى الأولى بدأت في مدينة بازل نفسها حيث كان يدرس 
بشكل محدب الي 1- - + وننزل محدبين الى اللاهوت, اليونانية والعبرية تبعاً لرغبة أبيه في أن يتبع 
6.- - 2 - - + 0-ماهاي انقلاب يعني منها ونبدي نغير خطاه ويصبح قساً مثله إلا أن يوهان بيرنولي الذي كان 
0 0 53 يعتبرحينها من أعظم الرياضيين في أوروبا كان صديقا 
التقوس نسوي تقعر ثم 0 - 2 هاية غرى منها ونصعد ا ا 
مقعرين الى النقطة6 .0 - 7 - :د الي هي انقلاب يعني 
نتحول الى التحدب مرة ثانية ثم 1 > الى هى عظمى منها في عام “1111 حصل أويلر على شهادة الماجستير في 
ونزل ونستمرالى ما لانهاية بعد ] 0 الفلسفة ثم على شهادة الدكتوراه في عام .١1/17‏ 


وقد قام بإعداد أولى مقالاته في عام ١١ ١‏ وكانت مقالة 
قصيرة تتحدث عن المنحنيات المتزامنة في وسط مقاوم 
وفي عام ١71‏ نشرمقالة أخرى عن المسارات التبادلية. 


كان التسايع عشرمن ن شهرأيارعام ١7١‏ هواليوم الذي 
انتقل فيه أويلر إلى مدينة سانت بطرسبرغ في روسيا 
ليدرس في أكاديميتها ثم ليصبح فيما بعد بروفيسور 
الفيزياع فيها عام ,١١١ ١‏ بعد ذلك تم تسليمه منصب 
رئاسة قسم الرياضيات في السابع عشر من شهر كانون 
الثاني لعام 71 . 





تزوج أويلرمن كاثرين جزيل ( (!65©1 24021102>الينجب 
منها ١"‏ طفلاً لكن بقى 0 منهم فقط على قيد الحياة بعد 
٠‏ الولادة. 
يدّعى أويلر أن العديد من اكتشافاته العظيمة فى 
الرياضيات توصل إليها بينما كان يحمل طفلاً وبقية 
أطفاله يحومون حوله. 


التكملة في صفحات لاحقة. 


م 5 
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بالاستعانة بمعلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 


العام يم زمارد 


١-اوسع‏ مجال للدالة هو 8 لأنها كثيرة الحدود. 
'-نجد نقاط التقاطع: - 
أ-مع محورالصادات نجعل 0- 
2 - 1(5 - 2()0 + 0) - 
نقطة التقاطع هي 
ب 00000 )1 
7 -:2()2 + :2) - 0 
0 ح 1(5 -2()2 +ع) 


/)0( 
0)0.2( 


2 ح ينو 0 - 2 +« اما 
1 حي 1-0 0 -2-1(5) او 
نقطة التقاطع هي (1.0) (2.0-) 


'-لا توجد محاذيات لان الدالة ليست كسيرية . 


5-التناظر: -نبسط الدالة لان هيج افواس يتمعو ضراو 
ينضرب بيها :-(1 + 22 - 2:2) (2 + غ2) - (0) ر 
2 + ع4 2ر2 دعر +اكير 2‏ تمر -ت 
3242 تبر 6 
الدالة 2 +32 - تير ع («) رز 


نعوض مكان كل < با- 






نقارن 





الدالة غير متناظرة 


محور الصادات 





الدالة غير متناظرة مع نقطة الاصل 


0-نجد النهايات :- نستخدم الدالة الي ببسطناها افضل 
المشتقة 3-- 322 ح (2«) '/ر 
نصفرها 0 - زعت ر 


1+ -2 7 كا 
نعوض قيم < بالدالة الاصلية ونطلع قيم 1):(-١/‏ 
-2-1-3+2+(1(3-340) - (1)/ 
(1.0) 
ار 


2 +1 -2 +(1-)1(3-3-) -(1 
(1.4-) 4 - 
صارت عندي نقطة هي (4()1.0 .1 -) ونختبرها . 


٠٠١ | 
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1 الفصل الئاك-تطسيمَات التفاضل دا 


++ ++ [1 ---- 1 ++ ++ 


5 متزايدة في [1- > 2 : “! , [1 << : »ا 
آمتناقصة فى الفترة المفته حة [1,1- 
في الفترة المفتو ( 


اشارة ( )1 





(1,0) صغرى محلية 
(1,4-) عظمى محلية 


1-نجد نقاط الانقلاب- 
المشتقة الثانية 62 ح (2) "أ 
0 ح تر 
0 - ع6 


/)0( - 01 


5565 
0 ح- عد 6 ب 
نعوض قيم » بالدالة الاصلية ونطلع قيم /-(:)1 
 )0.2(‏ 3)0+2-2- 
صارت عندي نقطة هي (2 .0) ونختبرها . 


+ + ++ 
جخسا _- جح يك 


تفعر نحدب 


شرة )"1 

نقطة الانقلاب [0,2) 
أمحدبة في :»ا 
أمقعرةفي [2:<0. 


هسه نجمع كل النقاط الي حصلناها . 


| . عظمي | 
0 ]1-2-1-4 إضافية-- 
هسه نئل فيه د - ونه ال«العظع بشكل 
متحدب 1-<<« ننزل متحدبين الى 0<-اهاي انقلاب يعني منها 
ونبدي نغيرالتقوس نسوي مقعر ثم 1 - - دهاي صغرى منها 
ونصعد الى النقطة 2 - 2< ونستمرالى ما لانهاية بعد . 


44 
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1 الفصل الئاك-رطسمات التفاصل د 


الدوال ا به (النديديية 


8 بالنسبة لاوسع مجال لازم نجعل المقام -صفر ونجد قيم < ثم نقول ان أوسع مجال-85 ماعدا <. 
اذاكان المقام مجموع مربعين (رقم + 1:2) فان أوسع مجال -8 
الدالة النسبية-الكسرية تمتلك محاذيات 
7 وهي عبارة عن مستقيمات عمودية وافقية توازي محور السينات والصادات 
”7 تسسير الدالة بمحاذاتها ولا تقطعها اثناء الرسم . 
عا اذا كان الدالة من الدرجة الأولى فان الرسم قوسين متقابلين . ربع اول بربع ثالث او ربع ثاني بربع رابع. 


ل | حا 


9 


لعا [ع"] 


9 





لله 
/ 


اذا كان المقام مجموع مربعين فان الرسم اما تل اووادىي. 


ا 7 


الخط الأحمر هو محاذي افقي 





وكان نشره للعديد من المقالات في مجال الرياضيات وتفسيره للحركة النيوتونية بشكل موسع عن طريق التحليل الرياضي لأول مرة في 
التاريخ في كتابه الميكانيك ( (121112اء16/ااوضعه على الطريق للتخصص في العمل الرياضي. 


بحلول العام ١١5٠‏ كان أويلر قد اكتسب سمعة كبيرة. وترك أكاديمية سانت بطرسبرغ ليستلم منصباً في أكاديمية برلين. 


كانت سنوات أويلرال 60 التي قضاها في برلين مزدحمة ومليتة بالإنجازات حيث أنه بالإضافة لإنجازاته في المجال الرياض فقد خدم في لجنة 
المكتبة والمنشورات العلمية لأكاديمية برلين وكان مستناراً حكومياً أيضا. 


كتب أويلر حوالي ال "8١‏ مقالة خلال وجوده في برلين بالإضافة إلى العديد من الكتب العلمية الشهيرة ثم ترأس أكاديمية برلين في عام ١/09‏ 
بعد وفاة رئيسها. 
في عام ١711‏ عاد أويلر إلى مدينة سانت بطرسبرغ في روسيا بعد دعوته من قبل الإمبراطورة كاثرين الثانية ( (1 6216:10التي لقبت فيما 
بعد بكاثرين العظيمة والتي كانت تطمح لخلق نظام من الاستبداد التعليمي في روسيا. 


00 وفي عام ١11/١‏ فقد أويلر بصره. ولكن بفضل ذاكرته الاستثنائية استطاع أن يستمر بعمله وعمل في مجال البصريات والجبر والحركة 
ّ القمرية. 
اس 
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١‏ م 


00 الفصل الئاك-رطسمات التفاصل ا 


مو م +»ه تك بالتفاخ ٠ ٠‏ لدالك 5 5 
بالاستعانة بمعلوماتك د ضل ارسم منحنيا ظ| ١‏ -نجد نقاط الانقلاب :-شوفاذا المشتقة صارت كسرية والبسط 








1 2# ببس رقم لا تشتق تشتق قسمة دالتين . صعد المقام للبببدط وبعدين 
- زر <- بر النندق 
شد - ديه - جكب د ونم 
1(2+*) 0 
8 
١-نجعل‏ المقام -0. 1-- 1-0 +2 رن 17 + 8)2- - 0 "1 
اوسع مجال للدالة هو(1-) - #. 
أ-نجد نقاط التقاطع :- لاتوجد نقاط انقلاب وتوجد فجوة عند 1--« . (نختبرالمشتقة 
ْ اح تحور الضا دسل 0 ل الثانية حتى نشوف التحدب والتقعر ). 
1 ل لسلس اح للد حت (0) 
10 1 +0 د سس ساس 1 ل ل ل ع له 
نقطة التقاطع هي (1-.0) اشارة )"و بميبه_  .‏ به 
ب- مع محورالسينات نجعل 0-(1)*2 5 تحدب تشعر 
٠ 0007‏ -2 
وسطين في طرفين لكاو 
1 بو م-1 يه (1- < :#2 ع التحدب 
1 (1- >2:«2) ح التقعر 
2ن 
1 1 -نجدالمحاذيات: 
نقطة التقاطع هي (0.-) |. 
5-التناظر:- أ-المحاذي العمودي:- هذا خط مستقيم عموديا 
ولدحطه 1- -ح بر 0 - 1 + يد 
و ا ببسالب فالسالب تروح ببس امير انج ولج انا خط هايا 
لعو مكاز كل رب ب- -المحاذي الافقي :-(لازم نجعل« بدلالة لا. 


الخطوات ثابتة بتة:- آ-نضرب وسطين في طرفين .'-جماعة< على 
يسارو الي ما عنده» على جهة اليمين. 


نقادن '- عامل مشترك << 5- م ا .6-نجعل المقام -صفر 


ونطاك قله ولي تمثل خط مبأنقيم افقي مستحيل تمسه الدالة 
الدالة غير متناظرة مع محور الصادات | وانما من توضل يمه راح تستدير وتبقى تمشي حذاه ( 














1 -312 
الدالة غير متناظرة مع نقطة الاصل 1 اس كل 
0-نجد النهايات:- 1 -32 ح رز +12 
(1()1 -32) - (1()3 + 2) | مشترك 10-1 -32 -2ربر 
ع لي بج 
01 3352-3 . 81 7ج 0-31 
11+ 0 - 7 ك2 
1وا] لك ه -ر 
المشتقة 2 لاحن 3-0-نر 
0 4 _إ(يعنينروحل 3حير ونجرخطافقي.) 
1 1(2 +2) | /ا-هسهنجمع كل النقاط الي حصلناها. 
توجد فجوة عند 
7--ه 1-00جه 


ولا توجد نهايات للدالة لانها غير معرفة عند -- (بدس 
نختبرالتزايد والتناقص يم الفجوة ) 


اشارة (27)3 ع ع + بي ا 1- ل + ب + 


ذت ل ا ال 


الدالة متزايدة في (1--> #ر: يا , (1-<+«: “«] ولانوجد نقاط حرجة. 
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شلون نرسم دالة كسرية: -(لا يكتب بالحل ) 

* ١اررسم‏ الاحداثيات 

"فاه جرخطافقي وعمودي الي هم المحاذيات. 

حددالمحاذى العمودي فقطو وحدد النقاط التي تقع 

يمينه والنقاط التى تقع يساره. 

0 لازم يصيرن عند ”أ نقاط بجهة اليمن و" بجهة 
الييسار واذا اقل افرض قيم إضافية وعوض بالدالة 
الاصلية وطلع قيم لا. 

**» حدد موقع كل النقاط. وصل بين قيم النقاط الى 
باليمين بوحدهن وقيم اليساربوحدهم ودير بآلك 
توصل بين جهة اليمين وجهة اليسارثان راح 
تضرب المحاذي ويتدمر الرسم كله. 


00 ٠ 


تمى الى المجال . | | 





بالاستعانة بمعلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 








7 ومر 
- |( يل -- 
1-1 4 
ا-نجعل المقام -0. 1-- 1-0 +2 
اوسع مجال للدالة هو [1-] - 2/. 
''-نجد نقاط التقاطع :- 
أ-مع محورالصادات نجعل 0- 
ال 0-1 عا 
7/007 
نقطة التقاطع هي (1-.0) 
ب- مع محورالسينات نجعل 0-(1)2 
1-31 
وسطين في طرفين صم 152 
1 1 -2 0 ح- 1 - بر 
1- 
نقطة التقاطع هي (1.0) 


*ل76- 


*-التناظر:- نعوض مكاء: 


نقارن 








الدالة غير متناظرة مع نقطة الاصل 


مل١١‎ 


12200: 2 


الفصل الئاك-تطسمّات الشفاصل 






000000 #2)/ ع (مدس)/ 
الدالة غير متناظرة ٍ محور الصادات 


17 0 :للومعءاء1 





0-نجد النهايات:- 
(1()1 -2<) - (1()1 + مم - زو "م 
2 + مم 0 
5909 22-1 -1 عد ين 
| 2ج 12 +2) 
نصفرها 0 ح رع ر 
0 5 2 
1 2+1(5) 
توجد فجوة عند 
7-ح-ب 1+1-00 


ول توجد نهايات للدالة لانها غير معرفة عند --) (بس نختبر 
التزايد والتناقص يم الفجوة ) 


+ + + + _1 | + + + + 


اشارة /6 2 متزايدة 1 


ا لم 
لايوجد تناقص والدالة متزايدة دائما. 


١‏ -نجد نقاط الانقلاب :-شوف اذا المشتقة صارت كسرية والبسط 
بس رقم لا تشتق تق قسمة دالتين . صعد المقام للببددط وبعدين 


أدثيتق . 


- 22+ 1( 
4 
)2+ 3 


2 0 : 
0 - () / 
ح 3 (1 + ع«)4- ح (من) ''ر 


توجد نقاط انقلاب وتوجد فجوة عند1--< . نختبرالمشتقة 
الثانية حتى نشوف التحدب والتقعر. 








1-<»« 1- 1->»« 
+ 2ض "ل" 0 ل ل له اشارة («)”") 
ال اسك 
محدبة مقعرة 
(1- < «:2! - التحدب 
(1- > :2 ع التقعر 
1 -نجد المحاذيات: - 
١‏ -المحاذي العمودي: -.نجعل المقام -صفر مباشرة . 
0 - 1 + عند 
1- -2 
يعني نوكف على 1--*« ونجرلنا خط عمودي. 
ب-المحاذي الافقي: -لازم نجعل: بدلالة لا. 
الخطوات ثابتة : 3 
1 --1 
1 دس ل 
1 -2 - 7 + 11 
ك 1 -م1- -2 - 2رو 
2 1 - (1 
و بر ع (1 - بو 
1 ->1 0 - 1 -3 


500708 ونجر خط افقي. 
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17 ا .مالات التقاطع 
ومالات النهايات ' الانقلاب, 


لك - 


11 ]سا لس م 
2 0 العمودي 


لحان 





عوك 


١ 
|| 
م‎ 





5-7 


-1[ 


وبمساعدة ابنيه جوهان البريخت ( 0121ل 
(أاععطامو كريستوف ( (001115101 وعدد من زملائه 
استطاع أويلرإنجاز حوالي النصف من أعمال حياته وهو 
أعمى بالكامل. 


وقد وافته المنية في عام ١1١‏ جراء تعرضه لسكتة 
دماغية., ودفن إلى جانب زوجته في مقبرة سمولينسك 
لوثيران (. (موءع ا نا عادمعاهمم؟ 


أما بالنسبة لإسهاماته في مجال الرياضيات فالجدير 
بالذكران أ ل في معظم مجالات الرياضيات 
واستمرت أكاديمية سانت بطرسبرغ في نشر أبحاثه غير 
المنشورة لحوالي 0٠‏ سنة بعد وفاته. 


ع 


3 


١-الترميز‏ الرياضي: 


مهد أويلرلمفهوم التابع وكان أول منب ] يكتب (*1)7 ليعبر 
عن التابع 5 مطبقا على العنصر »كما أنه عرف الترميز 
المعاصر للتوابع المثلثية والخرف هللتفبير عن الأاساس 
للوغاريتم الطبيعي والحرف الإغريقي للتعبير عن 
المجموع والحرف 1 للتعبير عن الوحدة التخيلية 


١| 


1320012: 2 


الفصل الئاك-رطسمّات التفاصل 
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؟-التحليل 


اكتشف أويلر منشورسلاسل القوى من أجل التابع الأسي © 
وتابع الظل العكددي (( 0 اهتمامه بسلاسل 
القوى قد مكنه من حل مسألة بازل الشهيرة في عام ا 
التي تطلب جوابا للمجموع التالي بالإضافة لذلك مهد 
لاستخدام التابع الأسي واللوغاريتمات في الإثباتات التحليلية 
واكتشف طرقا عديدة لتمثيل التوابع اللوغاريتمية باستخدام 
سلاسل القوى وعرّف بنجاح اللوغاريتم من أجل الأعداد 
السالبة والعقدية موسعا بهذا نطاق التطبيقات الرياضية 
للوغاريتمات.كما أنه عرف التابع الأسي من أجل الأعداد 
العقدية وأوجد العلاقة بينها وبين التوابع المثلنية. 


“- نظرية الأعداد: 


الكثير من أعمال أويلرفي نظرية الأعداد كانت مبنية على أعمال 
بييردي فيرمات. وقد طور أويلر بعض أفكار فيرمات ونقض 
البعض من تخميناته. وربط طبيعة توزع الأعداد الأولية بأفكار 
تحليلية. حيث أثبت أن مجموع مقلوب الأعداد الأولية متباعد. 
ومن خلال ذلك اكتشف الرابط بين تابع ريمان- -زيتا والأعداد 
الل ل ا اويلر على تابع ريمان- 
4 


أثبت أويلر متطابقات نيوتن ن والعديد من ن نظريات فيرمات 
ولاغرانج. وبحلول العام /١‏ "| أويلركان قداثبت أن اا 
١‏ -/121 12172/1آ هو عدد ميرسين ن أولي. وبقي )هذا العدد أكبر 
عدد أولي معروف لعام 717/. 


5- نظرية اليؤال” المخططات 
من خلال تحليله للخرائط. 
- الرياضيات التطبيقية: 


العديد من إنجازات أويلر العظيمة كانت في حلّه للمشاكل 
الواقعية تحليليا. فقد كامل حدسابات ليبنتزالتفاضلية مع 
منهج نيوتن في الحساب التفاضلي وطورأدوات جعلت تطبيق 
التحليل على المسائل الفيزيائية أسهل, كما أنه اخترع ما 
يعرف الآن بتقريبات أويلرالتي أدت إلى منهج أويلرو معادلة 
أويلر-ماكلارين. وسهل أيضاً استخدام المعادلات التفاضلية. 
وبالتحديد عن طريق د تقديم ثابت أويلر- مااسكيروني كما كتب 
أيضا عن الموسيقى 


1- الفيزياء وعلم الفلك: 


ساعد أويلر بتطوير معادلة شعاع أويلر - برنولي. الني أصبحت 
حجر الزاوية في الهندسات. وطبق أدواته التحليلية على 
مشاكل في الميكانيكا الكلاسيكية. واعترف بأعماله في مجال 
علم الفلك من قبل أكاديمية باريس التي منحته العديد من 
الجوائز عليها. وتشمل إنجازاته في علم الفلك تحديد مدارات 
المذنبات والأجرام السماوية الأخرى, :فهم طبيعة المذنبات 
وحساب اختلاف المنظورللشمس. 
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- محاء مح لا 


الفصل الئاك-تطسمّات الشفاصل 


بالاستعانة بمعلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 





متزايدة في (8<0:» 

















2 
نر كار ظ ا 
١ 2 + 1‏ “)أ متناقصة فى [7:7>0) 
١-نجعل‏ المقام -0. 0 -2+1ع (00) نقطة نهاية صغرى محلية 
مج 1 - 2ج |7 -نجد نقاطالانقلاب:- 
اوسع مجال للدالة هو .اذا المقام مجموع مربعين فان 12 + 6ن 2.2 - (1()2 + 01 وى 
0 للتخلل ب بقلت -ح ربمم'ر 
اوسع مجال هو 5 لان ما يصير المقام صفر. 4+ 2 
أ-نجد نقاط التقاطع :- 00 [2مد8 - (1(1)2 + ]1 + 2و 
|-مع محورالصادات نجعل 2-0 : نختصر 27 22 يي 5 
0 
5 ك5 - (0)/ 62 - 2 8822 -2 +212 - يو" 
008 1 + م 1(3+ 2ج 
ب- مع محورالسينات نجعل 0-()1 : جعل 
2 -7 نالء ال 5 62 - 2 
وستطين هي وي )0 0-21 2-6-0 0 ور بصن 
بار 6 - 1 1 2 ى 
نقطة التقاطع هي (20.0 1-52 2-6708 6" 
*-التناظر :-نعوض مكان كل < با- 
9 بشبجع بقشيت. لقشتب.ه 2 
الدالة متناظرة مع محور الصاداك كت رض 1. 6 2/3 
3 
الدالة غير متناظرة مع نقطة الاصل 2 - 
4-نجد النهايات: - 4 1/3 4 
> 12س 2ن ون 1 11 
77ت رو ريز ير 3 
7 لاحل رب 
1 + 2 1 3 
بولج يوا زد 21 . 8 1+ 1-595 
100 7 1 1 1 + 
المشتقة 22 2-2 -- ا 3 1 - 
07 0 22 3 
وسطين في طرفين 1 2( + دي / / 
0 - عر 0 +2 1 01 
نعوض قيم ‏ بالدالة الاصلية ونطلع قيم 0 ا 670 ل سس *7 ل ع ل لسلا 00000 
58 
00.0 م 10 ١‏ (0)/ !أ هل_ لم 
00 ل جص اي يا 152 _-_-__ ل ".23200 خلب عر دب 


ل و ري با 
. 1 1 
سي 2-072 (1) 1 محدبة في [ص < :)11س > ع 
1[ 1 
*) 1 مقعرة في الفترة المفتوحة (-!-, 1 .. 
22 مقعرة في الفترة المفتوحة ( /. 7١‏ ( 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 


بالاستعانة بمعلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 





/ا-نجد المحاذيات: - 
أ-المحاذى العمودى :- اذا الدالة كسرية والمقام مجموع 0 
مربعين لا يوجد محأذي عمودي . ا 
ب-المحاذي الافقي: -" 0 ح (2*) ,رح ١‏ 
0 
فير ح بو + فيرير 
- 2و - يورو ا-نجعل المقام -0. 0 1+ شير 
- - (1 - )2ع 8 © 1-- شير 
اوسع مجال للدالة هو 1. اذا المقام مجموع مربعين فان اوسع 
5 مجال هو 
17-1 1-1 '؟-نجد نقاط التقاطع :- 
4-06- أ- -مع محورالصادات نجعل 2-0 : 

1 -0(2) - (0) 
1 + 0(2) - 000 / 
نقطة التقاطع هى (1-.0) اع يت 

ب- مع محورالسيئات نجعل 0-(1):2 


وسطين في طرفين 
1+ -2ع 0 -1 - تير 


نقطة التقاطع هي (1.0-) (1.0) 
*-التناظر :-نعوض مكان كل < با- 








نقارن 





الدالة غير متناظرة مع نقطة الاصل 


| 0-نجد النهايات:- 
12 <اثمر) - (مر1()2 + ذمن) و م 
11 ل 2م 
بول عل *يو 2 ح يوك يو ايو 1 
72 2 7 


المشتقة 41 0 
2 + 22) 2 


نصفرها 6 - ا 0 
وسطين في الرفين 7 1 ا 0 
0 دعر 0) ح- ير4 
نعوض قيم < بالدالة الاصلية ونطلع قيم ب١-(:)1‏ 
)00 


1 - 
(1-.0) 0 21م - (0)/ 





ط١‎ 
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| متزايدة في (82<0:»ة 


(*)آ متناقصة فى (17:>0 
(00) نقطة نهاية صغرى محلية 

1-نجد نقاط الانقلاب:- 
122 + 2مر) 2. ج42 - (1(2)4 + قن) 


+ 2ج -0, 


[1624 - (1()4 + 2ر)] 10 + ديم 
20-86 
162 4 + 412 7 
- 7 022+1(3 0 ح (2) ر 

0 - (2«) ”7 نجعل 


0 2 4 
2+1(4ج) 
0 -122 - 4 


4 1 1 
20212 83 0 


3 
نعوض قيم < بالدالة الاصلية ونطلع قيم 1):(-١'‏ 
1 1 
له 
7 
2 1 
أ 


2 4 
0 اليم 


/- 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 


7 »م81 60 :لطونعءاء1 





->خ:ئ 


0 1 
(1) 1 محدبة في (---<:)4,(- 
7 3/. 3/ 


1 1 
() 1 مقعرة فى الفشرة المفتوحة (1-, --- 
ات 26 3 ١‏ 








1[ -نجدالمحاذيات:- 
ْ -المحاذي العمودي :- اذا الدالة كسرية والمقام مجموع مربعين لا 
يوجد محاذي عمودي . 
ب -المحاذي الافقي : - 
2-1 2 12-1 
- ل كج اند كمه 
2 -- ل ١‏ ال 1 + 2ن 4 
7-1 ح ثخير ‏ يريو 
1 -ج1- - (1 - )22 
17-1 1-1 م 
حل كير 
07-1 07-1 
1 - 0 -1 حبر 


يعني نروح ل 1 حير اجرخ اي 
١'-هسه‏ نجمع كل النقاط الي حضلناها . 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاضل 


* نعو ف كل شبيء ونرو حندورعل ىالعلاقة الرئيسية وتجي بعد / وقبل عبارة(اكبرا واعظم ما يمكن)او(اصغراواقل ما 
يمكن). 
7 اق ل/واكبر(مئلث -مستطيل-مريع -دائرة ) -يقصد اق ل/واكبر مساح ةلهذء/ الشكل . 
7 اق لاواكبر(اسطوائة -مخروط-كرة-متوازي سطوح-مكعب)- يقصد حج ملهذ/ الشكل . 
:* على ضوع العلاقة الرئيسية افر ضالمتغيرات الي بالعلاقة. 
_/ذ/العلاقة الرئيسية تحتوى متغير واحد :- 
7 نشت ةالعلاقة ‏ 2 
7 نجعلها-0 عندالنهايات 
7 نج دالمجهول ونختبره بالمشتقة على خطالاعداد. 
”* -اذالعلاقةالرئيسية بيها متغيرين . نجد علاقة ثانوية ثم نعوضهم بالعلاقة الرئيسية ويبقى مجهول واحد 
7 نشت ةالعلاقة 
7 -نجعلها-0 عندالنهايات 
7 نج دالمجهول ونختبره بالمشتقة على خ طالاعداد. 
نعوضه بالعلاقةالثانوية غصبا عليك وتطل عالمجهو لالثائي . 
تكتب المطلوب وتلكاه بع دكلمة( جد) يا /ما الابعا دل والحجم/ والمساحةاوئئّس ع اخر. 
طريق ةالح لتتب عالمخط طالتالي 


الفرضيةالعلاقةالرئيسية العلاقةالثانوية التعويض الاشتقاق عندالنهابات المجهول ثمالمطلوب! 





سوف اتطرق الى هذا الموضوع بشكل مفصل وعلى شكل حالات 
الحالة الأولى 


مسائل مجهول واحد لا تحتاج الى علاقة ثانوية 
ش12 


مثال جد عددين مجموعهم 15 وحاصل جمع مربع الأول مع مكعب الاخر اكبرما يمكن 


و 
في 
و 
في* 


العلاقة الرئيسية هنا هي 13 + 2:4 ح :7 الثانوية هي 15-/إ+ 

مثال جد عدد عند اضافته الى نظيره الضربي يكون الناتج اصغرما يمكن ؟ 

بهذا السؤال لا نحتاج علاقة ثانوية لان المجهول عدد واحد فقط . 

العلاقة الرئيسية 2 + عد - 2ج 

تحسب عدد المجاهيل على جهة اليمين فقط. 

مثال جد عدد زيادته على مربعه اكبرما يمكن . 

العلاقة الرئيسية 5< - ند - 2 لاحظان العلاقة تحتوي مجهول واحد . (الزيادة -طرح !!!! معقولة ؟) 


7١١ 
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الفضل الئاك_-رَطبيمَات التفاضل 


مثال !:- جد العدد الذي عند اضافته الى مربعه يكون الناتج اكبرما يمكن ؟ 





القوقية العدد- بدمرعة - 3+ ناتج الاضافة -اصغر ما يمكن-77/ (هاي هي العلاقة الرئيسية خوشن ). 


العلاقة:- نشتق لان بس مجهول واحد (*) “ير + عر ح 111 
الاشتقاق:- 
2ك 1 ب 3 
1 يدك 
٠ )) 6‏ 5 10ل 
علد لنهايات:- ا ا 
1 
الحكدم 1 - -212 0 ح- عرش +1 
(نكدرنتأكد لازم عند قيمة - ١‏ - إتوجد نهاية صغرى لان كايل اصغر ما يمكن . طبعا اكدراتاكد من خط الاعداد واكدراستخدم 
فحص المشتقة الثانية اذا طلع الناتج موجب فيعني توجد نهاية صغرى ) 
1 
(موجب) ١‏ 2-[2-)"7 2 - و “ص 
توجد نهاية صغرى عند 2 - - عر 
المطلوب:-العدد هو - -_- 
تمارين :- جد عددين موجبين مجموعهم 75 وحاصل ضرب احدهما في مربع الاخر اكبر ما يمكن ؟ 
الفرضية :- العددالاول - < والثاني -17 (العلاقة الرئيسية اذا ضربنا واحد منهم بشربع الثاني -اكبر ما يمكن ) 
لعلاقة:- 1ه  -‏ ت#رربير - 1 
العلاقة الثانوية :- مادام العلاقة الرئيسية بيها اثنين متغيرات ما يصير نشتق لازم نتخلص من واحد . 
رلك حا 3 - 75 ح ير 5 - 7و ل ير 
التعويض:- تبر - #بور75 ع 2#نو.1 - 75) - 111 
الاشتقاق :- 
0ل 
دخ-١٠٠‏ تمهيدى 1507-2 - ل 
9 0 
عند النهايات.- 90-0 
وك 
0 ع (مو - 50)ج 1-- #بو- 17و50 3 + (2-0ربو3 -15037 
596 0 - رو 0 ع مز - 50 او ( يهمل لان مو موجب) 0 ح- مز اما 


(نكدرنتأكدلازم عند قيمة 50 ح- 7[ توجد نهاية عظمى لان كايل اكبر ما يمكن . طبعا اكدراتاكد من خط الاعداد واكدراستخدم فحص 
_ المشتقة الثانيةاذاطلع الناتوسالب فيعن توجد نهابة عظمي ) 
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الفصل الئاك-تطبيقَات السفاضل 


( تسالب) 0- -ح-(111')50 6 - 150 -ح )9١(‏ 111 
توجد نهاية عظمى عند 50 ع '37. 





نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني. 
5 - 50 - 75 حر 


المطلوب:- العدد الاول هو - 25 العددالثاني هو - 50 


مثال ١‏ -وذاري: صنع صندوق من قطعة من النحاس مربعة الشكل طول ضلعها 0 وذلك بقص اربع مربعات متساوية 
الابعاد من أركانها الأربعة ثم ثني الأجزاء البارزة منها ماهو الحجم الأعظم لهذا الصندوق. 


الفرضية :- حجم الصندوق - 
الجزء المقطوع ح-*« (العلاقة الرئيسية اعظم حجم للصندوق 
الي هو شكل متوازي سطوح مستطيلة -اعظم مايمكن ) 





“2 - 12 
لعلاقة:- ( متغير واحد) 2 - 12) - 2م 2 - 22)12 - 12) -ح ط .جنن ] - ]1 
الاشتقاق :- _ضرب دالتين دآ 
0 
(2 -4)12. 2-25 12) -ح تبسيط - 2-. (2 - 2)12 2 + 2202*.1 -12) 00 
[<6 - 2(12.- 12) ح [«4 - (2 - 12)] (2 - 12) - 
عند النهايات:- 0 -- 
1 -1 21-2 0 دع2 12 اما 0 ح- إع«6 - 2012 -12) 
يهمل غير معقول (ما يصير المربع الي تكصه من الركن يساوي نص البليتة اذا هيج مابقى شيع للقاعدة صدك جذب ) 
71 -1 2 -62 0 - ع6 - 12 او 
كلش معقول هسه . (ما نحتاج نتاكد بالمشتقة الثانية لان صعبة بشكل تصير ومادام معقول اذن الحل صحيح ). 
يرن 128 - 64.2 - 2 . 2.2(5 - 12) - [] 
اليس 
الس 
لل 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشففاصل 


الحالة الثانية 
كل شكل داخل دائرة او كرة فان العلاقة الثانوية - مثلث فيثاغورس 


** شكل (مثلث -مخروط ) يوضع داخل (دائرة ‏ كرة) فان العلاقة الثانوية هي مثلث قائم الزاوية نطبق عليه مبرهنة 
فيثاغورس حيث ان نصف قطرالدائرة يصبح الوتر للمثلث القائم . والمثلث القائم هو هذا 








“(5) ح 2(بي_ - ع) + مع 


** شكل (مستطيل-أسطوانة ) توضع داخل (دائرة -كرة) فان العلاقة الثانوية أيضا مثلث فيثاغورس . 





4() ح كم ب 4م 


** اذااعطى مثلث متساوي الساقين لكن معلوم كل من ساقيه نقسم المثلث ويصبح قائم نطبق عليه المبرهنة 
مباشرة. حيث طول الساق يصبح وترا. 
** اذا اعط مثلث قائم معلوم وتره يدور حول احد ضلعيه ويشكل شكل مخروط نطبق على المثلث القائم المبرهنة 
مباشرة . 
علاقة فيثاغورس هي 
(الوتر)  -‏ (مجاور) + '( مقابل) 
** اذاطلب الابعاد فان ابعادالمستطيل -طوله وعرضه. والمثلث -طول القاعدة الارتفاع . 
الدائرة والكرة -نصف القطرفقط. الأسطوانة والمخروط -نصف القطر والارتفاع . 


١١١ 
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ص الفتيل الات لمات التفاحل حو 


مثال.1 :!١١‏ جد بعدي اكبر مثلث متساوي الساقين يمكن ان يوضع داخل دائرة نصف قطرها 12610 .ثم برهن ان نسبة مساحة 


المثلث الى مساحة الدائرة كزيوىية 313 


الفرضية:- مساحة المثلث -8 طول القاعدة - 2 والارتفاع -:/ 
(العلاقة الرئيسية اكبر مساحة للمثلث -اكبر ما يمكن ) 

العلاقة:- 1-- 8 - 22.8 .+ - (الارتفاع) (القاعدة) 2 - 4 
العلاقة الثانوية: - 


7 ) - 12(5 -72) + كع 
لو ]ل امآ 





4 - 144 + :241 - نز + غير 


2----- 22 -ع24/. حير 7 - 241 ح غير 
التعويض :- 2 - 1/241 - وزعر <- 4 


اذا نعوفها هيج تعتبرضرب دالتين .لذلك الافضل نتخلص من/7/ ندخلها على الجذربس نربع وبعدين ندخلها لان جذر تربيعي .وبعدين 
نشتق بطريقة الجذر التربيعي السريعة . 


خم - 243/. -4 
الاشتقاق:- 

3ر4 4م72 كل 
5 - 27/243 طل 

عند النهايات:- 0 -2 
4 + 0 - ث4 - 721 وسطين فئ ظرفين 47د 8 
0 4 - 1/2413 2 
يهمل ‏ 0 -75 اما 0 ع (8 - 72)18 
71 - غم 0 م18 أو 


نعوض في معادلة 2 دإ نهاودة» نكله الللماا ل النانة. 
70 1 21 - قب 5:7 عجن هه -ء 
المطلوب :- تلكاه بعد كلمة جد . وهنا بهذا السؤال المطلوب مني الابعاد يعني طول القاعدة والارتفاع مالات المثلث 
طول القاعدة 01 ح- 2.61/3 -21 
الارتفاع 12 
مطلب ثاني :- اثبات النسبة بين المساحتين 


3 6.6.313 6173.18 _ 7د المثلث4 
4 12.12.23 12(2)ج7 72 الدائرة4/ 





امم 
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1 الفصل الئاك-رطسمات التفاصل << 


تمارين :جد حجم اكبرمخروط دائري قائم يمكن وضعه داخل كرة نصف قطرها 3610 ؟ 


الفرضية :- حجم المخروط 7 الارتفاع - 7 نصف قطره 1١-‏ 
(العلاقة الرئيسية اكبرحجم لمخروط -اكبرما يمكن ) 


لعلاقة:- [است. سيد 2 دم 


العلاقة الثانوية:- شكل مثلث داخل دائرة دائما تطبق فيثاغورس عليه . 








المثلث 2560 
“(3) - 3(4 -2) + كم 
9 - 2-69 27م هي 
2س ثم 2-6 
العويقى ب 1-- (قم- 5)6(2 دط( تم - 268 دس 
الاشتقاق:- 
7 017 
دا ل 7 
عند النهايات:- 0 - 
0 - 2م حع41 3+ 0 122-32-0 ب 0 - (32 -12)- 
يهمل ١‏ 0 -7 اما 0 ح- رط - 4 
01 - ,1 مم 4 و 


نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
8 162 -4 6 - ثم - رم -2.ر 


المطلوب :- تلكاه بعد كلمة جد . وهنا بهذا السؤال المطلوب مني حجم المخروط . 


جك دب وذ رتم ىن 
2.2 32 2 03 


ملاحظة مهمة -١‏ يمكن ادخال أي مقدار على جذر مهما كان بشرط ان يرفع لنفس دليل الجذر. 
و4 + عد "4 - بر 1 4 
بحيث أ- اذا كا الجذرزوجي فان 4 لا تدخل الااذا كانت عدد موجب فقط. 
ب- اذا كان الجذر الفردي فان 4 تدخل مباشرة مهما كانت قيمته . 
-١‏ في موضوع الاطوال والارتفاعات لا نحتاج ان نتحقق من المشتقة وانما تؤخذ القيمة المعقولة فقط. 


ألم 
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0 المجل المالك-تطسمّات التففاصل 


تمارين: جد بعدي اكبر مستطيل يوضع داخل نصف دائرة نصف قطرها :017 47/2 


الفرضية :- مساحة المستطيل -8 طول القاعدة - 27 العرض -<17 6غ سر 


(العلاقة الرئيسية اكبر مساحة للمستطيل -اكبر ما يمكن ) (أمتهء مأ/ 
لعلاقة:- 1 «77.ع2# حح ىم 


العلاقة الثانوية :- نطبق فيثاغورس عليه .المثلث 286 


2 32 ح ثبو جه (40/2) - ترب تع 


2 732-22 ح رو 
التعويض :- 2132-22 ح 21 - 4 
همينا نتخلص من نربعها وندخلها . 
4عر - 27/32:2 - 4 
الاشتقاق:- 
.]ل ل ؤم ا ا ة -عهةة _ _ أنه - عة6_ر _ قل 
غير - 1/322 2 4ير-  207/321:2‏ كل 
عند النهايات:- 0 - 0 
8 500 9 0 0 3ر4 - غ642 
4 .: 0 - 5ر4 - عر.64 وسطين في طرفين 0 
يهملن 0 -« اما 0 ع 25ج - 2)16 
01 - م 6 - 1:2 0 ح #©بعر- 16 و 


نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 

1 4 - 132-216 - 2ج - 7/32 ح بو 
المطلوب :- تلكاه بعد كلمة جد . وهنا بهذا السؤال المطلوب مني الابعاد يعني طول المستطيل العرض 
الطول :807 - 2.4 - 22 .العرض 4111 ح :53 
يجوزواحد منكم يكول ليش جاي تفرض مرات الطول -«2 ليش مو بس؟ راح اجاوبه :- حتى من اخذ العلاقة الثانوية مالت 
فيثاغورس ما يصير بيها كسورلان لو نفرض < من انصف المثلث يصير المجاو رح وحتى اخلص من هاي المشكلة افرض الطول -2 . 
باي مثلث يصير عندك بيه كسورارجع غير الفرضية مالتك . 
ملاحظة مهمة 
لوجاء سؤال بهذه الهيئة ( جد مساحة اكب رأسطوانة ) فان العلاقة الرئيسية هو حجم الأسطوانة والمساحة هي مطلوب نهائي 
يعني من نطلع (١ا,»‏ بالنهاية نعوضهم بقانون مساحة الأسطوانة حتى نوجد قيمة المساحة . 


الس 
06 
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كس “لانت صنت ا 32 يوق 


تمارين :جد ارتفاع اكبرأسطوانة دائرية قائمة يمكن وضعها داخل كرة نصف قطرها 0771 41/3 ؟ 


الفرضية:- حجم الاسطوانة -ل/ا نصف قطرها - 7 الارتفاع -2/1 
(العلاقة الرئيسية اكبر حجم للأسطوانة -اكبر ما يمكن ) 
لعلاقة:- 1-- ط2 ع2 ح- 22م ع - ] 
العلاقة الثانوية :- نطبق فيثاغورس عليه .المثلث :256 


12س 48 -2م7 ةي (4/3) - قر ب 2م 





التعويض :- (قطح ط2)48 - (2م - 48)ط ع2 - 17 
الاشتقاق:- 
0 
]دض 2 - لدت 
(31 - 248 ح يرن 
عند النهايات:- 0 -2- 
48 
1 - 1 6 جه 0 -382 48 خ27 ب 0 - (384 - 21)48 
المطلوب :- الارتفاع فقط لا حجم ولا نصف قطر اذن الارتفاع - 7/ع8-/2 
تمارين جد اكبرمساحة لمثلث متساوي الساقين طول كل من ساقيه :217 81/2 
الفرضية :- مساحة المثلث -8 طول القاعدة - 22 والارتفاع -:/ 
(العلاقة الرئيسية اكبر مساحة للمثلث -اكبر ما يمكن ) 
5 1 82 82 
لعلاقة:- 1-- 2د ح 8 .2# . - ح (الارتفاع) (القاعدة) < - #4 
العلاقة الثانوية :- اذا نزلت الارتفاع الى نصف القاعدة .يصير عندي مثلث قائم الزاوية 
يعني نطبق علاقة ثانوية هي مبرهنة فيتاغورس . 
2 - 128 - 2 (872) - غم بقعم 2 
2 لد داب #©نن ‏ 7128 - م/م 
التعويض :- #عر - 17/128 ح- زع ح- 4م 
٠١1‏ اتمهيدى غمر - 2جر7/128.ء - 1ل 
الاشتقاق:- 
و4 - 2561 2< 04 
فمر ‏ 21/1282 0 


© 
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د الفجل الئاك-تَطسيمَات التفاضل 00 


_ هك 
0 يك 
4 0 - 3ر4 - ج256 سطين فى طرفي 0 ادحل انك 
ٍِ - ثير4 - بر وسطين في طرفين 0 
. فهر - 21/1281:2 
يهمل ‏ 0 -« اما 0 ع رثع - 2)64 0 ع ثمر - عنر64 
شوف بالقياسات ماكولا صفر ولا طول او ارتفاع او مساحة او محيط يكون مقداره سالب لذلك كبل يهمل . 

71 - 4 - 2ئر 0 ع ©معر- 864 و 


نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
71 -ح 1/64 - 64 - 1/128 - 2ج - 7/128 - 


فو 64 - 8.8 دعر - 4ل 


تمارين: جد حجم اكبر مخروط دائري قائم ناتج من دوران مثلث قائم الزاوية طول وتره 7172© 61/3 دورة كاملة حول احد ضلعيه 
القائمين. 
الفرضية :- حجم المخروط 7 الارتفاع - 7 نضف قطره -:1 
(العلاقة الرئيسية اكبر حجم لمخروط -اكبر ما يمكن ) 
لعلاقة:- 1 2 عار 


العلاقة الثانوية :- مادام العلاقة الرئيسية بيها اثنين متغيرات 





ما يصير نشتق لازم نتخلص من واحد. من المثلث القائم الزاوية . 
2---- 1108-2 -2م 2-108 27م ةي “(6:/3) - 0752 1:2 
اللسديةت 1-- (ت2م -2)10818 - ط( 5م - 21088 دس 
؟ة)ج ._- 2 - 1 0 
5 1 5 07 
علد لنهايات:- 0 - لق 
1 
36-2-0 3 + 108-32-0 ب - (382 - 108) 2 
1.7 -لء-غ1م] 0000 72-6 


نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
61/2 - 2. 1/36 - 1/72 - :1 2 - 108-36 -2 :1 
المطلوب :- تلكاه بعد كلمة جد . وهنا بهذا السؤال المطلوب مني حجم المخروط . 


3 36 ين 
60 144 - 2.72.6 ا 27-7 


اط 
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الفصل الئاك-تطسمّات الشفاصل 


الحالة الثالثة 


كل شكل (مستطيل -مثلث مقلوب-أسطوانة-مخروط مقلوب ) يوضع داخل (مثلث شرط متساوي الساقين او 
الاضلاع -مخروط) فان العلاقة الثانوية نقسم المثلث الكبيرالى نصفين ونطبق تشابه مثلثات باستخدام علاقة 131 
المثلث الكبير المثلث الصغير 











مقابل مقابل 
2 ح- ©011] 
مجاور مجاور 


*” اذاكان المثلث غير متساوي الساقين اوالاضلاع نطبق تشابه مثلثات 


طول ضلع اخر في المثلث الكبير 0 طول ضلع في المثلث الكبير 
طول نفس الضلع المثلث الصغير طول نفس الضلع المثلث الصغير 


تمارين : جد ابعاد اكبرأسطوانة دائرية قائمة توضع داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه 8610 وطول قطر قاعدته ماع12 


الفرضية :- حجم الاسطوانة -0 الارتفاع - 7 نصف قطره 1١-‏ 

(العلاقة الرئيسية اكبر حجم للاسطوانة -اكبر ما يمكن ) 

العلاقة :- 1-- 2ج عدن 

العلاقة الثانوية :- مادام الشكل الخارجي مثلث نستخدم تشابه مثلثات بعلاقة <19100. 
المثلث :85856 يشبه المثلث 81 











6 7 
اح -< ل - المثلث الصغير - 0110 
7 الكبير 0 ١‏ الصغير - 0116 
53 7 6_ م 
4 8-7 8 8-7 
3 جد 41ح 24 -(3 24-7 -ح :41 
18-106١٠آدا‏ 
2 8 - م/م 
طلعت ١‏ حتى ما ادخل بسالفة “1 وبعدين تتربع وكذا . 
التعويض :- 1 (53 - 2مبه)م - [م د - 8) 2م دار 
الاشتقاق:- 
- :161 -- 
(415 - 1 مرق 
للك 07 
عند النهايات:- حال 
ل 5 01 
0 2م م4 0ك 0 ع 42 - :161 ب 0 ع (42 - »1:16 
حم 71 4 - 1 أووا يهمل 0 7 اما 6 - (7 - 1:)4 


حم 
مرنعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
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| 0 الفجل الئاك-رَطسمَات التفاضل 1 


8 24-16 مو-4 4ه 
سد كت 3 


المطلوب :- تلكاه بعد كلمة جد . وهنا بهذا السؤال المطلوب مني ابعاد الاسطوانة . 
نصف القطر-د 1١-46‏ الارتفاع - 2111 - 
تمارين : جد معادلة المستقيم الذي يمر بالنقطة (6.8) والذي يصنع مع المحورين في الربع الأول اصغر مثلث . 
١18-1١١-دااحياقي‏ 
باوع على الرسم المستقيم يمرلازم بالنقطة ولازم يصنع مثلث بالريع الاول 
الفرضية :- مساحة المثلث -8 طول القاعدة - 7 والارتفاع - 
مادام احداثيات ما يصير نفرض الابعاد بغيرمر,» 
(العلاقة الرئيسية اصغر مساحة للمثلث -اصغر ما يمكن ) 


لعلاقة:- 1-- «ز.د. - (الارتفاع)(القاعدة) 7 - 4/ 





العلاقة الثانوية :- مادام الشكل الخارجي مثلث بداخله مثلث نستخدم 








تشابه مثلثات بعلاقة120. 
0 0 
- - الكبير - ---- - المثلث الصغير 600010 
5 00 7 8 
6م كل د 2-6 
5 5 1112 081 1 1 
التعويض :- > ور ويه شن 
لاشتقاق :- 
د48 - 4:2 _ 22ر4 - بر48 - برق , 42.1 - ر(مر8) (6 - 2) _ 04 
2 -2) 2 2 -2) , 72 -22) يدل 
عند النهايات:- ات 
000 0 
4 : 0 - م48 - 42 سطين فى طرفي 17 سف 
8 ا ف 9 7 في مين 0 2 - مم 
يهمل ‏ 0 -« اما 0 - (12 -2)2 0 2-12 
27 12 -1 0 - 12 -خ او 
نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
هوهو 8512 812 _ 
حا ان 3 ور ك2 ون 


+المطلوب:- اكبرمعادلة المستقيم (,, - )12 - (ربر - بز) 
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الفصل الئاك-تطبيقَات الشفاضل 


نحتاج نقطة يمربيها المستقيم وهي موجودة (8 .6) ونحتاج ميل المستقيم . 


ميل المستقيم يطلع ب3 طرق هي (لو عندك معادلة و تكول ميل المستقيم --معامل» ١معاملي‏ . لو تشتق معادلته .وطبعا تحتاج 
معادلة بهاي الحالتين ولو عندي المعادلة جا المن بعد حال السؤال اكله يابه هاي المعادلة وافض المشكلة . 


زين. بقت طريقة ثالثة نطلع بيها ميل المستقيم دارسينها بالرابع والخامس علمي وهي 


امد يه له 0 000011 5 
الح لك كور كيني وق 


ببس هاي الطريقة تحتاج الى نقطتين يمربيهم المستقيم عندي نقطة بقت نقطة ثانية هي نقطة تقاطع المستقيم مع محور 
السينات .هذا الكلام كله ما ينكتب الحل ).هسه ارجع للحل المطلوب 


نقطة تقاطع المستقيم مع السينات هي (12.0) (0 .<) نعتبرها نقطة ثانية ونجد الميل 


4 _ 85 _ 0-8 تتشت تن ب ييل الوبق 
3 6 6 12 1 - 22 0 3 











ومن النقظة (6,8 ) والميل 6-5 نكتب المعادلة ولازم نبسطها لحد التصفير كلشششش. 
4 
(6 -4)2- - 24 - :33 23> الصصياد مكارو كان 
0 - 48 ع4 + بورق 0 - 24 ع4 + 24 - بو3 0 - (4)2-6 +24 - نوق 


:جد مساحة اكبر مستطيل يمكن رسمه داخل مثلث متساوي الاضلاع ارتفاعه :4/3617 


الفرضية :- مساحة المستطيل -8 طوله - 22 العرضخ( . : 
(العلاقة الرئيسية اكبر مساحة للمستطيل -داكبر ما يمكن ) / 
لعلاقك:- 1- «وع«2 --ع 4 ١‏ 

العلاقة الثانوية :- ما دام الشكل الخارجي مثلث 1 





فالعلاقة علاقة 120.المثلث ©886 يشبه المثلث ©08 الملون . 
الس سسا 


طبعا راح نواجه مشكلة انو نحتاج طول ضلع المثلث. اكو معلومة تكول 2 4 ط 
المثلث المتساوي الاضلاع كل زاوية منه - 60 درجة . 


11/3 01/3 
- 201 حص - ١73‏ - 60اتمع 
_- ا 01/3 0 - 4 0 0 ث ٠‏ أ 
1-0 ل- - الكبير - -- - المثلث الصغير - 01:0 
الت رمح بيس 1/3 - 3/ح4 - بر 
خلس 
صالتعويض :- 2 - :81/3 ح (2« 1/3 - 41/3) .2 - 4 
طلى 
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الفصل الئاك-رطسمّات الشففاضل 





الاشتقاق :- 
14 
40/3 - 80/3 - ل 
0 
عند النهابات:- 5-2 
015 
2 دعر 0 ديج 2 3 + 0 - ع« 41/3 - تلجع 


نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
1 20/3 - 20/3 - 3/ي4 - 1/3.2 - 4/3 - بر 
المطلوب :- اكبر مساحة للمستطظيل . 
تسن 80/3 - 2.2.21/3 ح :و.ع2 - 4 
مثال :- جد بعدي اكبر مستطيل يمكن ان يوضع داخل مثلث طول قاعدته 24:0 وارتفاعه 18610 بحيث 
راسين متجاورين من رؤوسه على القاعدة والراسان الأخران على ساقيه 
الفرضية :- مساحة المستطيل -8 الطول.- :1 والغرض -2 
(العلاقة الرئيسية اكبر مساحة للمستطيل -اكبر ما يمكن ) 
لعلاقة:- ‏ 2.37 - / 
العلاقة الثانوية : - هنا ما نكدر نطبق علاقة ”131 
لذن اغلب الاضلاع مجهولة ولا توجد زاوية نبني عليها العلاقة . ' 
لذلك راح استخدم تشابه مثلثات حيث ١5‏ يشبه المثلث :ا 





طول ضلع اخر في المثلث الكبير _ طول ضلع في المثلكهالكبير 
طول نفس الضلع المثلث الصغير طول نفس الضلع المثلث'الصغير 








١ 4 08 ١ ,‏ 108 3 4 18 24 
حم حم لداح سم -- جه جح دا ل جح دم 
1 7 3 0 مع - 18 نو 18-2 يرن 
5 5 2 4 4 
١‏ ب (* - عد18) - (« - 18) 2.2 - 4 
الاشتقاق :- 
4 145 
١1١0-1‏ تمهيدى 18-2 
5 ( 53 0*2 
ل ا 14 
م عند النهايات:- 0 - 0 


جل 
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0 الفصل الئاك-تَطسيمَات التفاضل ا 


4 
0 -ع«2 -18 5 0 - («2 -18)- 
3 3 


21 9 ح نر 0 - ع« © 
نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
4 4 
0 12 - 3 - 2.9 - وم (9 - 18) 7-2 
المطلوب :- الابعاد 
عرض المستظيل - 2,77 9 حير الطول 7م 12-ب[ز 
: جد اكبرمخروط دائري قائم يحيط بدائرة نصف قطرها 0اء8 ؟. 


الفرضية :- حجم المخروط "١‏ الارتفاع - 8 + /١‏ 


نصف قطره -:-1 
(العلاقة الرئيسية اكبر حجم لمخروط -اكبر ما يمكن ) 
لعلاقة:- [اح. ب (8 +220 حب 


العلاقة الثانوية :- شكل دائرة داخل مثلث يعنى تشابه مثلثات . 
المثلث :8860 يشبه المثلث ل01ث . 





فكرة هذا السؤال قوية المثلث 801 قائم في 0 والمثلث :88560 قائم في 5 وليس © . 





17 8 4/2 
حسم - الكبير - سس - ار - المثلث الصغير - 601160 
لازم نطلع طول 30 من مبرهنة فيثاغورس على المثلث 286 . 
4 - “رز ح >(طه) “(2) ع >(طم) + 8(5) 
4- 1:2[ /. - اه 
نعوض قيمة 0 في المعادلة الثانوية . 
1 7 8 7 8 
بالتربيع 8+8 64 2ل 7+8 طه 
+ )2 64)62+8(5 _ر 7 64 
(8 +25 )(8 م 2-64 02 ' 2 +5) 2-64 
5 هف 577 0 
8 -/ 


١م‎ 
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ا الفصل الئاك-تطسمَات التفاضل د« 


التعويض 1- - قن تك - رو + م 1 64 5 - (8 + 2,201 در 
لاشتقاق :- 
8.1 +2) -8(1 +8(2)8 -7) 647 _ 017 
2 -00) 3 طكل 
عند النهايات:- 0 -2- 
0647 5.1 + 8) - 5 (ق8 +8(2)0 -) 641 
203 0 272 -0/) 3 
0 ح |(8 _/2]) - (8 -8(|2)2 +76) 0 ع >8(5 +2 ) -(8 +8()6 -2)8 
يهمل ‏ 8 -7 0 ع (8 + 2) اما 
0 - 24 -ر 0 -8 - -16 -27 0 -[(8 + 28)-(8 -2)8] ١و‏ 
71 24 -ح / 
نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني. 
١ - 17/128 - 1/64.2 - 0‏ 2 - 6432 - 2202 64 - لدو - مر 


المطلوب :- تلكاه بعد كلمة جد . وهنا بهذا السؤال المطلوب مني حجم المخروط . 


: 10006 1 11 
601 17 ج24 ) .120 - (8 + تط) 7-1 


الفحالة الرابعة مهمة تتكرر كثيرا 


> العلاتكا ويرام كزل ا 0 اللإقم المعلوم. 
تمارين: جداقل محيط لمستطيل مساحته 16 مترمربع. 


الفرضية :- مساحة المستطيل -8 ومحيطه-5 الطول - 2 والعرض --:5 

(العلاقة الرئيسية اقل محيط للمستطيل -اقل مايمكن ) 

العلاقة:- 1 -- رجز + 2# حدم 
العلاقة الثانوية :- مادام العلاقة الرئيسية بيها اثنين متغيرات ما يصير نشتق لازم نتخلص من واحد . 


16 
ا عكار 7 -ح 16 7 ح-ح 4ل 


اذم 
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-0 الفصل الئاك-رطسمّات التفاضل ددا 


2-1 + م2 - كد 3 + ») 2 - (ر+ 2 ام 


لاشتقاق:- 
215 رك 
2 0 
عفد التهانات:- 0 3 
5 32 32 
71 - د 6 - نز 2 جح ك2 ج - 2 0 - ج - لم 
9 9 
نتاكد من المشتقة الثانية 
64 1 64 و 5 
( موجب) فدح ع لكانن 2 642+ - (ن) 11 
توجد نهاية صغرى بعند 4 - :ذ. نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
5 16 
40 حر 0 


وهذا يعني ان اقل محيط عندما يكون المستطيل بشكل مربع بحيث الطول والعرض يتساوون . 
المطلوب :- اقل محيط 
27 16 ح (4 + 2)4 دامر 


اكو سؤال وزاري نفس الحل واعتقد مكتوب بيه (اثبت ان اكبر مستطيل محيطه 40/7 يكون مربعا نفس الحل بس العلاقة 
الرئيسية راح تصيرالمساحة والثانوية المحيط وتعوضه بالمساحة وبعدين نفنس الخطوات ) 


تمارين : حاوية اسطوانية الشكل مفتوحة من الأعلى سعتها (511123 12) جد ابعادها عندما تكون مساحة 
المعدن المستخدم فى صنعها اقل مايمكن . 
الفرضية:- مساحة الاسطوانة -8 الارتفاع - 7 نصف قطره --7 
(العلاقة الرئيسية اقل مساحة للاسطوانة -اقل مايمكن ) 
العلاقة:- مساحة الاسطوانة -محيط القاعدة .الارتفاع +1 مساحة القاعدة. 





0 
 -1‏ 1.22 + 2.18 ح 4ل 
العلاقة الثانوية :- ماؤا /الطلاقة الرئيكية ها نيا 0 زات 
مايصير نشتق لازم نتخلص من واحد. هنا منطي السعة يعني الحجم . 
125 5 5 5 
2 لال مم 5 - :1 21 - :1251 7 - 1 
5-09 9 5 250 125 
1 :_- صار متغير واحد ‏ 12 + 25011 - 1 ا 11 2701 - 4 
لاشتقاق:- 
حالس 
14 
»> أآأءاآدا ج27 + 2-:1ج7 250 - 0 
ج- ا 


2 :0م13 7ع 0610© :لزوعععءاء 1 702ب 0/002 


الفصل الناك-تَطبيعَات الففاضل 


5 1 4 
عند النهابات:- 0 ح- - 





21 جد 0 -ح بمرج22 ل 10-2ج2507- 


0 - م +2 م125- 


: 125 
2-7 0 ع 
1 
1 11-5 5 -3ممر 
نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاي. 
0 125 0 125 0 
6 20002025م 20 


المطلوب :- تلكاه بعد كلمة جد . وهنا بهذا السؤال المطلوب مني ابعاد الاسدطوانة . 
نصف القظر-د 07 ١١-5‏ الارتفاع - 7171© 5-ا 
مساحة الاسطوانة -محيط القاعدة .الارتفاع + 2 مساحة القاعدة . 
بس هناانا خليت 1 كدام مساحة القاعدة لان الحاوية مفتوحة من الاعلى . 
خزان على شكل متوازي سطوح مستطيلة طول قاعدته ضعف عرضها فاذا كانت مساحة المعدن 
المستخدم في صناعته 001 8 جدابعاد الخزان لكي يكون حجمه اكبر ما يمكن علما ان الخزان ذو غطاع كامل . 
الفرضية :- حجم متوازي سطوح ٠7-‏ العرض -< الطول -2 


5 كه 
موه رمم 
(العلاقة الرئيسية اكبر حجم لمتوازي السطوح -اكبرما يمكن ) ظ ام 
العلاقة:- 1 --- و2227 ح نز .21 .م ح 17 3 2 
العلاقة الثانوية:- هنا منطي المساحة . 
2+ 422 + بوعر6 ع 108 “عر + بومر6 - :212 .2 + :7و2 + )2 ح م 
٠ »» ٠4»‏ 21 2 54 
رار ال + “2 - 54 ح 7ر3 4 - 21:2 + بوعر3 
2هد 5 
التعويض:- صار متغير واحد (3مد4 - بر108) 2 - قكة تيرج - بوقيوت كد 7 
الاشتقاق:- 
- 108 30 
5 ( 3 2ك 
عند النهايات.- 0-0 
0 
1 
7 2-3 9 ح شمر 4 ب 0 -2ي 4 36 0 - (12 - 108) 2 
لس 


يحنعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
56 


2 :132001 7 ع 0610© :لزوعععءاء 1 00-2 +0071 





0 الفصل الئاك-تطسمَات التفاضل 00 


زر 36 _ 54-18 _ 54-29 _ 
ا م 0 022 71100100 


المطلوب :- تلكاه بعد كلمة جد . وهنا بهذا السؤال المطلوب مني ابعاد متوازي السطوح . 
العرض ©5© 3< الطول ‏ كه 27-2.3-6 الارتفاع مك0 4 -لا 


مجموع محيطي دائرة ومربع يساوي 60617 اثبت انه عندما يكون مجموع مساحتي الشكلين اصغر ما يمكن 
فان طول قطرالدائرة يساوي طول ضلع المربع . 


1 ا 
الفرضية :- مساحة الدائرة -81 مساحة المربع -82 
نصف قطرالدائرة 2 وطول ضلع المربع خر 

المحيط للدائرة -51 ومحيط المرع -2م 

(العلاقة الرئيسيةمجموع المُساحتين -اصغرما يمكن ) 








لعلاقة:-  -1‏ 7 2جخ م 2 مرج - 82 + 41 -غ4 
العلاقة الثانوية:- مجموع محيطي الشكلين . 
2 ب 21 - 30 -232 2 عد 0 -ح يا4 + :2161 2 + 71 - 171 
2 --18- 
2 ح جو 
14 1 2 
التعويض:- صار متغير واحد (15-5)+ 71 - 41 
2 
الاشتقاق:- مو 5 ل ج15 - مج2 - 45 ير (15-27) ترج بد 
2 2 2 01 
عند النهايات:- 6 
5 
7 جا 0 حدم -خ ج152 -2121 
11 
0 -ح (4 + ع1:)1 0 -ح «ع, ل :41 2 *> 0 - 27 2-15 
010 
8 4 دج 2 
نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
_60_ر 1585+60-15# _ *15 _ ور  _‏ #530 _ور _ 
6 4 دج 2 4 + :1 4 +124 4 +212 0 
المطلوب:- اثبات ان القطر للدائرة - طول ضلع المربع . 
نجد قطرالدائرية -/2 
11 60 30 
4س 7 لل ددح للب 2 ح :21 
1 4 ج17 4 لع,1 


2 :012 5م13 7 غ610 60 :لزوععءاء 1 #02 0/0 


1 الفصل الئاك-رطسمات اتفال ع 


الحالة الخامسة والأخيرة 
كل منحني دالة -قطع مخروطي تعطى معادلته بالسؤال فانها تمثل علاقة ثانوية . 
اذا طلب نقطة تقع ع منحني فان العلاقة الرئيسية هي البعد بين نقطتين . 
*** اذا شكل (مربع مستطيل الخ ) داخل منحني دالة فان المنحني علاقة ثانوية.لكن بالبداية نحاول نسوي جدول 
ونفرض قيم ل ونجد قيم بر ونرسم المنحني حتى نعرف شلون المستطيل يرسم داخل المنحني 


مثال جد نقطة او نقاط تنتمي للقطع الزائد 3 - :7 - 5“ بحيث تكون اقرب ما يمكن للنقطة (0.4) 


الفرضية :- نفرض النقطة (2:.1) 1/ لك ار 
(العلاقة الرئيسية اقرب بعد -اقرب ما يمكن ) 
لعلاقة:- - -25 ريج + قرم - 4(2 - بن + 02 - 2) ل - 5 


العلاقة الثانوية :- اذا منطيك معادلة منحني بالسؤال 


2 2-3بو- تير 3 -2ي- شبر 
التعويض :- 72 - رن 30 - رول - و 
3 + بر8 -2172/, - 16 جبر8 - ترح 2-3زل, - و 
الاشتقاق :- 
8 - 437 05 
3 + برهت 2/22 لل 
عند النهايات:- 0-0 
د 410-59 
4 ب 0 ع 8 - و4 وسطين في طرفين 15 جرع 2/2 
2 ح رو 0 - 2 رو 
نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
1+ -2 4-3-1 تيع 12-3 د تيع 
المطلوب :- النقاط 
(1.2-)74 (101.2/ 


هط 


2 :1320012 7 ع 0610© :لزوععءاء 1 0/0002 


كس “ننانات نات ا 32 يوق 


تمارين : جد بعدي اكبرمستطيل يوضع داخل المنطقة المحددة بالدالة © - 12 ح :و ع (2) /[ومحور 
السينات .راسان من رؤوسه على المنحني والراسان الاخران على محورالسينات .ثم جد محيطه . 


الفرضية :- مساحة المستطيل -8 الطول - 22 والعرض -7 
(العلاقة الرئيسية اكبر مساحة للمستطيل -اكبر ما يمكن ) 
لعلاقة:- 7 ح ل 
العلاقة الثانوية :- دالة بالسؤال نعتبرها هي العلاقة الثانوية . 





2 - 12 - بر - 00)/ 


التعويض :- 2 غ24 ع (2عر - 22)12 - 4 
الاشتقاق :- 
1 14 
/ا٠٠ ١‏ آا١٠آ‏ غ62 24 جح 1 
عند النهايات:- 0 6 
0 ح شير 4 6 ب 0 - 62 - 24 
0 2 -ن 24 دير 


نعوض في معادلة2 دائما حتى نطلع المجهول الثاني . 
21 8 ح 4 12 - رو 


المطلوب :- الابعاد 
طول المستطيل - 0,7 2-4 العرض  6/7-‏ 8<عز 
ثم نجد المحيط 
271 - (377 +222 ح ر 
. امجد سلمان -ميسان-العمارة تم في الجمعة ١-1109‏ 


اذم 


2 :1320012 7 ع 610 0 :لزوعععءاء 1 #702 0/0 








الفصل الرابع 
التكامل 


4 
م - 7 ا / 


0 







اعدادالأستاذ 
م. أمجد سلمان 


الفصل الرابع 
التكامل 


الفصل الرابع -التكامل 
يأتي عليه وزاريا "٠‏ درجة 


س أفرع متفرقة على الأسدئلة. 


م. أمجد سلمان 





001٠١ الدالة المقابلة أهميتها وزاريا‎ -١ 
درجات عنه. وتعتبرأساس التكامل كله.‎ ٠١ يأتي سؤال من‎ 9٠٠١ ؟- طرق التكامل اهميتها‎ 

** تكامل الدوال الجبرية 

** تكامل الدوال المئلنية 

** مشدتقة وتكامل دالة اللوغاريتم 

مشتقة وتكامل الدالة الاسية 

** مبدشدتقة الدالة الادسسية الثابتة. 
-٠‏ التكامل المحدد أهميته 901٠٠١‏ نفس السؤال الأعلى لكن يضاف له حدود 

التكامل... 
5 - تكامل القيمة المطلقة والدالة الشطرية اهميته 004٠‏ 
0- تمارين (2-0) أهميتها 960٠١‏ وزاريا 
١‏ - المساحة تحت المنحني والمنحنيين للدوال العادية والمثلثية أهميته 900/٠‏ 
'- المسائل الفيزيائية أهميته 000٠‏ 
/- الحجوم أهميتها 0/٠‏ 
تابعونا على قناتنا الخاصة 
0000 
07 »061 


108: - 0 


العمارة-ميسان دم | دم 0ت - :نامالمم 


م. أمجد سلمان 





الفصل الرابع 
التكامل 





التكامل غير المحدد 


06 رقم - بره رقم | 


© ثابت اعتباطي و»ك تعني ان المتغير هو« وغيره يعتبرثابت 
مهما كان حتى لو كان :,2,لا( طبعا بشرط انو هاي الثوابت ا 
تمثل دالة لل« ) الخ: 


©> + ع4 ع 3ل 4/ 


© +غ6- - عل 6- 
2 2 
> + :و5/د - بول 5 
© + 797 -#/د ح 037 2-7 
© +197 مدير + كير" ح :3ل +ع + تيل | 


1 
ناير سك د برل كته | 
1 +11 


الأس نزوده واحد ونضرب بمقلوب الاس ششكد ما يصير. 
1 
© + ات عت | 


1 
+ 6 ح عرلم 5 
ف 6 2 د 


1 1 
© + ع ح عل | 


1 1 
ل 8 دح ل اه ح ع0 9-يعر 


اذا»اموجودة بالمقام نصعدها للبسط وبعدين نكاملها وبعد 
التكامل تريد تعوفها فوك تريد ترجعها لمكانها . 


0 
| 
© +-- جح + 1ج - ح يرل 2 | 
0 
+ اج - هته | - ويج | 
3 
العمارة-ميسان نم ١‏ نم 


ف 1 35 0 
© لب لاح - ح يال «] دعه | 








227111 

بسط+مقام مقام الادس 

ع ل مقام - يرق الطلعر | 
مقام + ببددط 

08 3 5 

6+ تدج - عه اقم | 
5 

1- 4+3- 2 4- 
© + 3323 جاع ل 3 لكبدعة 5ة| 
1 1 5 - 1 
6+ 55 سع + قي د عه 5 | - عوج | 
11 

1- 0 11 9 
© ل تق دع + تلج - ملكتم | 


بالبداية ضيف للاس وشكد ما يصير وبعدين الناتج خليه كدام « 
بس اعكسه (اقلبه) 
8 3 5 
1 مع - 3301736 
من هسه خل نتفق على انو احنا ما نكدر نكامل اي جذرالا نحوله 
اك أصله حسب قاعدة 


مير - تعر" 
وبعدين نجري التكامل حدسسب القاعدة الفوك مالت الاس كدسر. 


2 10 


5 تع دوق | دعوتلا | 


5-6 5م 1 
6 4 - يرل *«] <عه ع | 


2010: - 6 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





يعني نكامل »ا حسب القديم ومقلوب الاس ينضرب بالرقم الي كدامها. 
وهايهيه . ع د 1+تاير 





ه د عفاميه | 
1 +11 


3 1 
7 ود يده 
> لل 7 > لل .3 01 *3 | 
1 
ع + 3هيو3_ جاح ل 9- ح يول 2ي9 - | 


7- لاب 5 7 2 7 
+ سد حا جح لك يو جدنع ل 5 يو سند حدم لل *7 | دعوج | 
3 1- 3 


1 1] 2 
+ 20/52 ع + 62 5 5 - 2 2 »|5 5 عه ل | - 0 


بالمناسبة تكدر تطلع الرقم خارج التكامل وبعدين تكامل المقدارالي يبقى داخل التكامل. 


معضلة التكامل 
هي انه يتوزع على الجمع والطرح ولايتوزع على الضرب ولا القسمة 


7 77 - |] | © 


اما الضرب فتعتبر كارثة كبيرة اذا قمت بتوزيع التكامل على المقادير المضروبة.ويجب التخلص من عمليات الضرب ومن 
يم 0 خاصة نناقشها فيما بعد 


زنك زنه إعسط ان »| 


ولا يجوزتوزيع التكامل على البسط والمقام ابدا بل يجب إيجاد طرق للتخلص من المقام 


|] 


العمارة-ميسان دم أ بم 0ت - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





5-تكامل مجموع وطرح عدة دوال: - نكامل كل دالة لوحدها بشرط نتخلص من الكسر ومن 


7 “كمي هية_؟ 5- 2 
:ال 4+7 + جه - لد 7ج 24 يوس كبهيا5 + ”5 66 - كين 
7 3 / 3 


ما يصير نكامل الا لما نتخلص من الكسر والجذر بحيث تصير الدالة خطية يالله نكامل. 
1_- 1_ 6 4 
عل 7 + 4 + 2 2 3 - 3 7 كيرب تسيوك - تيرق ب كسيوم - ير | 


ع مق تي 3 رو _ ب 13 1 4 2 5 م006 1 
اه د اا 23 03ر7 +21 ا خع 1 ' 3*2 

-3 3 
33 1+ 62-5 + 7+ 


خم إز ين 
3 
6 
حر | دن 
حم 
5 أت 
ى | 
ىه |[ تح" 


العمارة-ميسان دما دم 0ت - :نامامم 


م. أمجد سلمان 





الفصل الرابع 





تكامل الدوال الجبرية 
كل التكاملات تخضع الى قانونين ولا يوجد لدينا طريق غيرهما لأجراء التكامل اسميههما ركني التكامل 


الركن الأول 
شوكت اكامل كل حد لوحده 


١-ضرباقواس‏ 
د( + 2()22 + 6 


ل نستطي عاجرا ءالتكام للوجود عملية ضرب .نتخلص من 
الضرب ثم نكام لكل حدلوحده. 


١-قوس‏ مرفوعلاس صحيح موجب 
01 20 + كين / 


مانكدر نكامل بسبب وجود الاس لازم نفتح مربع حدانية 
“-اذا كان الاس كسراو سالب 


مدق 2-(2 ل غير) / 
الك ركلا مسر رار رو اسار مااع را 
الرك نالثاني 


/-وجود قسمة بحيث المقام حد واحد والبسط مو قوس 
مرفوعلذس.لذلك نوز عالمقامع حدود البسطئ مئكامل. 


2 لل تمر 
مح مع 
. 
-اذا كان المقام خال من الاس وحللنا واختصرنا 


01 


ميا 
23 


بعدالاختصارتصبح حدوديات بلا قوس نكامل كل حد لوحده. 


0-بعض الأسئلة نكدر نطبق عليها الركنين معا يعني نكدر 
نوفرالمشتقة ونكامل حدددبب الركن الثاني ونكدر نتخلص 
منالاس ونكامل حدوديات حسب هذا الركن .مثال 


+2 205 + مم إى, 


الركن الثاني 
شوكت اكامل بطريقة القوس ومشتقته 
امثلة 


أي 
يها »©» ©» ٠+‏ 


ا-قوس مرفوع لاي اس بشرط وجود مشتقته 
0 4035 + مم 


لاحظان مشتقة داخ لالقوس موجودة 
١-قوس‏ مرفوع لاس صحيح سالب اوكسرهذا 
مستحيل ينفتح وينحل بالرك نالذو ل لذلك هنانحله 

02 4-(2 + ع52) / 

2 

01 23 )ل 3 
بشرط عدم وجود اختصاربين داخل القوس ومقام 
الجدر 
-تكامل أي جذربشرط ماكواختصاربين داخل الجذر 
والجذربحيث بهيج حالة ينحل بالركن الاول 


| 8 01 


ك- قسمة دالتين والمقام جذر على دالة ولي سالمقام 
حد واحد/ويمك ن/اختصاره 


حيث يرف عل ىالبسط ويصب حالمقا م قوس والبسط 


مللللضلاه» 


ل 
لاشكر 
7 من 
وسوف نغوص بالتفاصيل لهذا الركن في القاعدة 
الخامسة للنكامل في الصفحة اللاحقة لاحظها 
واقراءها بتمعن لانها اهم قاعدة في التكامل . 


7200: - +0 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





م + *5” ( نفس الدالة) مقلوب الاس ح دم مشتقة الدالة ما بيها نقص « "(دالة معينة) | 


شوكت نستخدم هذا القانون؟ 


<< إذالكينا دالة مرفوعة لاس وخارجها مشتقتها. 
<< لكينا دالة داخل جذر نتخلص من الجذر وراح يتحول ايضالدالة مرفوعة لاس. 


شلون استخدمها؟ 


لازم تشتق الدالة الي داخل القوس على جهة وتشوف الي منطيها بالسؤال تطابق المشتقة الي انت طلعتها لوة. 
اذا المشتقة الي موجودة بيها نقص رقم. نضع الرقم للمشتقة وخارج التكامل نضع مقلوبه. ثم نكامل. 
اذا اكو رقم زيادة نقسمه عليه للتخلص منه . 
اذانقص متغير مثل «اواي شيء غير الرقم. فتسوي كارثة اذا خليت. وديربالك تطلع متغير خارج التكامل. والتكامل يكون 
بطرق رياضية اخرى. 
٠‏ اذاتوفر كلشي احذف«ك والمشتقة وضيف للاس واحد ونزل الدالة نفسها واضرب بمقلوب الاس الجديد. 


4ج 


« 


4ج 


« 


4 


« 


4ج 


«2 


يي 


12ل 2 3(4 + 6# (1 
لدينا قوس مرفوع لاس نحتاج لمشتقة داخل القوس حنى نكدر نكامل. وهي موجودة كاملة لذلك سوف نكامل 


1 
ع + *(3 + 6 2 ح يرل 2 + ته | 
ل 


0 3 3 0 - عل 3(3 - 0 | 2 


لدينا قوس مرفوع لاس نحتاج لمشتقة داخل القوس التي هي فقط (3-) وهي غير موجودة. اذن نضع 3 - ونضرب بمقلوب الرقم خارج 
التكامل. 


+ 3:02 5 + 3102 سم - 0 3 34 1) | 
6 33 -1) حد ل دع 3 --1) 2022 ح يزل 53 3:24 - حابت. عت 
21 007 25 3 


ال (4 +3) 5(6 +8 + 6 | (3 


المشتقة لداخل القوس -8+<617 الموجود لدينا -37+4 غير مطابق. يوجد نقص بالموجودة بحيث لو ضربناها ب2 راح تصير 
مطابقة. نضع 2 ونضرب بمقلوبه وبعدين نكامل. 


1 1 
:ل(8 + 6) 6( 5 + 82 + ة) | 2 - :9( + :23 5 +82 + دق | < - 
1 0000 1 اف 


1[ 1 
© + 5(7 +88 + 382) 2 اس - 


© + 5(7 + يرق + 3::2) --- 
14 


العمارة-ميسان ده ] بم 06 - :نامالم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





1 
ا 13 + 3«2) | - عل 1+ 32/ » | )4 


556 
المشتقة لداخل القوس- 2ا6 الموجود لدينا -“»ا غير مطابق. يوجد نقص بالموجودة بحيث لو ضربناها ب6 راح تصير مطابقة. نضع 
6 ونضرب بمقلوبه وبعدين نكامل. 
4 الى 2 را رض 4 1 1 ا )1 
© + 13 + «3) ج د»ء + 1(3 + 3 )كام ح عرلئر6 3 + «) | - - 


1 
لك 5 + 2 | - عل 29« | )5 


59-0 
المشتقة لداخل القوتس- “27 الموجود لدينا -*»ا غير مطابق. يوجد نقص بالموجودة بحيث لو ضربناها ب2 راح تصير مطابقة. نضع 
2 ونضرب بمقلوبه وبعدين نكامل. 


3 1,20 3 122200 4 1/2 
© + 2( 9 + *) د دع + 1972 *) ج »ا جح - :203 9/2 + - 
5 


1 
7*0 9(2 - 6# د عرلعر7 2-9ين/؟ ]60 
5 


المشتقة لداخل القوس- «2 الموجود لدينا -“7 غير مطابق. يوجد نقص بالموجودة هو 2 ويوجد زيادة همينا هي 7 نطلع 7 بره 
ونضرب الداخل ب2 بحيث راح تصير مطابقة ونضرب الخارج بمقلوب2 وبعدين نكامل. 


3 7 3 
© +972 85) د عن + 972 22 2 
كاملنا المشتقة القوس 


|| 
+ 
ملاح 
سير 
0 
دم 
١‏ 
وي 
ب/ب١‏ 
حم إدحم 
كد 
0 
7 
0 
|| 
ل 
دم إ دن 





1 
507 --:15) 45 +2 - 3«2) | - ييل (5 -15) 4 - 1/32 | (7 
<< المشتقة 22 


المشتقة لداخل القوس-2 - 672 الموجود لدينا -5 - 15:2 غير مطابق . يوجد نقص بالموجودة. 
اذاااخذت عامل مشترك من الموجودة هو ( 5 ) وبعدين طلعته بره لان هو زيادة وضربت الباقي ب(2 ) تطلع مطابقة . 


1 5 1 
1 50000 _- 2 2 0-0 7 22 2 - 
خطوات التفكير تل 1 0 41 + 2 3 / د - غك (1 و 41 + 2 031 / 5 
باسئلة القوس المشتقة القوس المشتةة القوضن 
المرفوع ل 1 1 
المراوع كبر عل (2 -6:2) 2+4 - 2ق | 2 - 
** توفيرمشتقة داخل المشتقة القوس 
القوس 1 
حصرالمقادير © + 45 +26 - 203:2 جع + 44 +261 - 3:2) 2 2 - 
بنفس الاس 
00 فتح مربع حدانية 
** ضربالاقواس 


العمارة-ميسان دم 1/7 بم 056 - :نامالمم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





1 
ل( -1) 53 + »2 - 62 | - عل (- 14) 2-5 | (8 
0 


المشتقة لداخل القوس-2 - 27 الموجود لدينا -< - 1 غير مطابق . يوجد نقص بالموجود. لازم نقلبها و 
نضرب ب(-2) حتى هم نقلب المشتقة الموجودة وهم راح تصير مطابقة . 
1 1 1 1 
0 (2 -:2) 5(3 +2 - 2 | 2- عل (* -2)1-» 5(3 +2 - 2 | 2- - 
المشتقة القونين المشتقة القوس 


4 ,3 1 و 13 
© + 3( 5 +22 - )د - ح 6 + 3( 5 +2 - تب 


8ج 
عل 3-جر 5228 ع - نرتبها - 0122 0 0 13) #3 | 9١‏ 
المشتقة لداخل القوس-35 107+ الموجود لدينا -3 2 غير مطابق. نحتاج الى 10 وخارج التكامل نضرب بمقلوبها . 
9 1 9 1 1 ب 8 1 
© + 5(7 52 -13) حخ جع + 7(> كهزز5 -13)- سح يزلل 5 10:2 > 5( و -03 | د - 
20 9 10 2 بللمتبئل5 (ن10 


اسئلة فيكات وكذا مثل المشتقة ما موجودة او مدمجة مع القوس. 


١-إذاانطى‏ جذروادخله اس« مساوي للدليل او أكبر منه. اوعامل مشترك ووزعنا الاس عليه ونطلعها خارج الجذرويصير مشتقة. 


ال 2 - 1/2 « | - ع2 - قرلا | حبك (2 - تمت :| دعه 23 - 5ين ' | 10 


+ 25 ل ل 544 شاتجية + - من :2 * 62-205 | 2 دعل عا »ا 2-23 | - 
المشتقة القوس المشتقة القوس 


المشتقة لداخل القوس- 2 الموجود لدينا -»ا غير مطابق. يوجد نقص بالموجودة هو 2 لذلك ضربت ت2 بحيث راح تصير مطابقة 
ونضرب الخارج بمقلوب2 وبعدين نكامل. 


31/241 .(15 ل 6 | (11 
الفكرة اذا اخذنا عامل مشترك من القوس الاول . راح يطلع يشبه داخل الجذر وعند الضرب تجمع الاسس . 


3 1 1 
20+ )| 3 - 2ل5(**2 + )| 3 -5(20 +2:2) (5 +3)2 | - 


المشتقة لداخل القوس-2 + الموجود لدينا -1 غير مطابق. نحتاج الى 2 وخارج التكامل نضرب بمقلوبها . 
3 3 5 2 3 3 3 
© + 5(2 251) حل ح 6 1 5(2 281 و ج - 6ل 2 » 57 +2 |2 - 
المشتقة القوس 


العمارة-ميسان ده يم دم 0 - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





؟-اذا كان داخل الاس او الجذر مربع حدانية نرجعه الى اصله ثم نكامله. بس هنا. المقدار+ - “ (مقدار) ' 


عدل 4+ - 2/؟ | (12 
2 
+ 20 - )ع - عه 2 -» | + - عي 2(2 - م | دعه (220-2 -يج | - 


50+ 3(16 - مر - 


المشتقة لداخل القوس-375+ الموجود لدينا -7<>7 غير مطابق. نحتاج الى 3 وخارج التكامل نضرب بمقلوبها . 


1 1 1 1 
6+ 3(17 - قي حك سا + 3(17 - 3ن يد د يرل 2ه 3 »ا 3(16 - 63 | 2 - 
51 317 المشتقة القوس 22 3 
لمشتقة س 


؟-إذا كان لدينا مقدار مرفوع لاس ومضروب تب< لنفس الاس. نضمهم كلهم بنفس الاس ونضربهم.او سحبنا من "<< بحيث تتوفر 
المشتقة. 


4 


نضهم لنفس الاس - 1:2 4غ 600 / 


» + 1(5 + ») 2 - نكامل - دك 1 4+ 1] | - عه +4 )]] - 


دل 23 4يع - 1] | ح يول ذير 22912 + 22()1 - ]| - نحصرهم - 2ل *3ير 2(5 + 1) 2(2ي - 0 


المشتقة لداخل القوس-4723- الموجود لدينا -*)< غير مطابق. نحتاج الى 4- وخارج التكامل نضرب بمقلوبها . 


1 1 1 1 
ا "دح 1 سد دع + 8415 -11ج 24 - :03 3 - 2 1] | -- حّ 
المشتقة القوسس 


#-يصيرندخل مقدارع جذر بس بشرطان يرفع المقدارلنفس درجة الاس. 


500 0 5 1 7 57 7 7 5 3 7 5 3 |7 
تدخل على القوس - به 2-ج70 | | - تضمهم عه اذ 2-22 | دع د 5-2 | 


1 
دل 7و5 - 6 | دعه 73-8 | - 
القوس 
المشتقة لداخل القوس-5- الموجود لدينا -1 غير مطابق. نحتاج الى 5- وخارج التكامل نضرب بمقلوبها . 


العمارة-ميسان دم 8 نم 0ت - :نامامم 





م. '١‏ ! ان الفصل الرابع 
التكامل 
+ يدك - 6 5ك دن + رو 3) > 2 - - يدل 5- >“ 507 -2|06-- 


بالنسبة للمشتقة تحتاج مرات رقم نقص فمسموح تعوض رقم. ومرات تلكه رقم زيادة مسموح تطكله سفن وتطلعه خارج التكامل 
وبعدين تكمل خطواتك. ببس مالت< نقص او زيادة وتعوض او تطلعها بره التكامل هاي كارثة تسويها. لا يجوز ضرب التكامل بمتغيراو 
اخراجه منه. 

طريقة حل أي 00 لدالة مرفوعة لاس هي 


توفير مشتقة داخل القوس اذالم تنجح عامل مششترك اذا لم ينجح تحليل تجربة اذالم ينجح حصر الاقواس 
اذالم ينجح فتح الاقواس بمربع حدانية او ضرب الاقواس وهي القاعدة النالية 


ا ولد ا زد 0 ٠‏ - يعد 5 





**» اذالكينا قوس دالة مرفوعة لاسن ( شبرط الاس عدد صحيح موجب) وخارج القوس يوجد مقدار 


وحاولنا بيه وما صار مشتقة او ماكو مقدار نكدر نحوله مشتقة. الحل هنا نفتح الاقواس مربع حدانية 
ونضرب المقادير ونكامل. 
** اذالكينا قوس بقوس بينهم ضرب ولا يمثل احدهم مشتقة للأخر. نضرب الاقواس ثم نكامل. 


عل 24 - م | 


هسه مشتقة داخل القوس -'2 -4 والي موجود خارج القوس لا يمثل مشتقة ابدا . ومستحيل نكدر نحوربيها وتصير مشتقة. وما 
دام الاس عدد طبيعي. نفتح مربع حدانية. (تأكد بنفسك كل الطرق ما تصير لذلك نفتح مربع حدانية ). 


1 8 16 
© + 2 : ل" 3 د يول 6> + ديرق - 16:4 / - عل (4ج + تيرق مت | - 


رج 4 _ م 16 _ 
ع 2 0 000 


نفتح الاقواس( عند الضرب تجمع الاسس) - :ف (أ6 + ):*/, / 


3 لله 5 2 1 3 1 
+ تمد + قيدح د ييل 62 + 2ه | - عل (6 +20 | - 


عند الضرب تجمع الاسس - 25(0:2 + :401 - 1617:5) | - نفتح الاس -0 5(5 - | 


العمارة-ميسان ده |١‏ نم 0ن - :نامامم 
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التكامل 


م. أمجد سلمان 





1 3 5 1 1 1 
0 257:2 ل 407:2 - 5:22 16 / دعل 25:2 + 2هين:40 - ير 2عز16 / - 


ضرب الاقواس - 0:2 (4 - 27()2 + 6# 


2 1 
© + 666 - كيرح + كيام ح نكامل - عل 12 - 22ج قد | د عل يرق - 22 ب بره - هر | - 


6 9 
عد فرك كير د يرق 1 + تيرم + كيو | - يرل + 6 | 


تكامل قسمة دالتين 
تروح للمقام د تشوف شنو نوعه حتى تطبق عليه واحد من الحالات الثلاثة 


إذا المقام حد واحد يرفع الى 


ألبسط وتغير اشارة الاس مالته << اذا فشلت الاولى والثانية 





ثم:- إذا كان المقام جذراو قوس يعني المقام ومو حد واحد 
7" يتوزع ع حدود البسط. | إذا مرموع 06 |( ولا جذراو قوس. 
كان البسط بدون اس * برقع لى ا < هنا نحلل البسط والمقام 
نكامل بالركن الأول _ وال ا 0 اوواحد منهم بطرق 
” اويصير المقام مشتقة 5 9 التحليل 
للبسط اذا كان الببددط * بحيث << الاختصار ثم نكامل حسب 
عليه اس.ونكامل بالركن | *ك البسط ‏ "(المقام) / القواعد السابقة 
الثاني لمشتقة ‏ زجي . 
تحليل فرق ومجموع مكعبين  52(‏ + طه + 2م)(ط + م) - 3م + تم 
تحليل فرق مربعين (+ »)(5 -»م) - 2ج - عم 
تحليل مجموع مربعين لا يحلل الا في الاعداد المركبة لذلك لا يتحلل هنا. 0 د 82 + 2م 


١‏ - نبدا بحالةاذا كان المقام حد واحد نكدر نرفعه او نوزعه على حدود البسط اذا كان البسط بلا اس. 


77 0 0 0حظ 9 -ه©(22-3) 
نفتح مربع الحدانية و نوزع المقام سج م | )1 


كك "5 ' “12 - شير4 203-19-9 ع نري 
0 1 - ده | عه ليك | مه ل | 


2 2 


4 
© +123 - تدس ح يدل 2 مه | - عرق 2 تبره | - 


العمارة-ميسان ده || نم 0 - :نامالمم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





1 (#كل. -3) ٌ 58 
10/71 
المقام حد واحد بس البسط عليه اس جبيرلذلك نرفع المقام ويصير مشتقة ونشسّدوف شنو محتاجه المشدتقة 
توفرلها. 
7 

1 1 1 1 - (/ه 5/د - 3) 

201 ( 5 -3) | ج - 201 دك 3) جح ورك للد 
17 7آ د 10/7 


مشتقة داخ لالقو المفروض تكون - ( 2 ا - ) . والي موجود عندي بس - (2 + )لذلك نحتاجاى ( ل -) 
نخلي بالمشنقة هذا المقدار ونضع مقلوبه خار جالتكامل . 








6+ (مدو/ - 23 عه 1س (قدق- 3 2 
القوس 

6 (4ه5-) 2 - 

01 كت ]2 


مشتقة مشتقة داخ لالقوس -ي + ١‏ - 1 والي موجودة بالسؤال و2 يمها و2 نكد رنحور وتصيرمئلها ابدا . 


لونباوعع داخ لالجذراكو عامل مشترك نأخذه ونخرجه خارجالجذرونضرب بالمقدارالموجود. 


0000 0 ا (1 -1/2)ءد/١ ‏ | - حدق 4 عد غدل - عوامداة/. | - 
5-7 مك فك | 

01 2 أ[ه- ]| - عه 6 د كم | عه 7 1 قم ]| - 
0 له - | ] - 


عم نووم 9*2 


: 1 0 57 
هسه مشتقة داخ لالقوس - 0 الي موجودة - 2 انحتاج بس نصف . 


4 2 2 
6 + 1 - | 2 ع + 1 - 2 2 - هسه نكامل - 012 0 11 | | 2 - 


العمارة-ميسان دم ١5‏ نم 0 - :نامالمم 
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التكامل 
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ا ب 2جو 2‏ 3يو 


7 0 


5 
ملاح 


المقام حد واح د لذلك يتوزع على حدود البسط. بب سالرق مالي بالمقا م زيادة يطلع برده. 
1 2 0 1 212 0 تددم 


0 لاك 410 ككل كك 3# نك لاسي مما ح تعر 
دمر مر 2مر 5 ذم 5ير در 5 | -- 
1 2 

ع + |* ب رك - 1 | ح يرل 5 ير + 21-3 - 2ه | - 


1 1 
فمر4 2ر 


575 55 حم إآن 


حبر | بم 


| ّ 
؟-هسه نبلش بالحالة الثانية اذا المقام جذراو قوس ينرفع الى البسط ثم نكمل باقي الخطوات حسب الركن الثاني 


ا 
011 - 1 / 10 


يرفع الجذر كله الى الببسط. 
1- 
0 5(2- 6م | 


المشتقة لداخل القوس-3775 الموجودلدينا -27 غير مطابق . يوجد نقص بالموجودة بحيث لو ضربناها ب3 راح تصير مطابقة .نضع 
3 ونضرب بمقلوبه وبعدين نكامل . 


دوو - تين > ع + الى لي - بورد 5-زو مم | - - 
6 - دع “) سكا ب ح يرل 6ه «) | - 
لور دير 

محم 

1 +62 ل تير 

يرفع الجذر كله الى الببسط 
1- 

عد (2 + 22) 5 م6 تم | 


المشتقة لداخل القوس-6 + 3375 الموجود لدينا -2 + 25 غير مطابق . يوجد نقص بالموجودة بحيث لو ضربناها ب3 راح تصير 
مطابقة. نضع 3 ونضرب بمقلوبه وبعدين نكامل. 


1 1 
01 + 32:4 ) 6+1 + ته | د - 


2 2 2 2 1 
© + 13 + :6 + 5) بج حدم + 13 + :62 + 27 عا - 


العمارة-ميسان دم ]| بم 0 - :نامامم 





م. أه جد سلمان الفصل الرابع 
التكامل 
2 - 6 
01 - 6 )2 2 - 2ه | - عه يبصو | (3 


البسط هو مشتقة . بيه 6 زيادة ومقلوب. ناخذ6 عامل مشترك ونطلعها بره ونضرب ب2 - حتى نوفر المشتقة وهمينا نقلب المقدار. 


20 -1 ) 2 - 20 - 2م | جه - عه -1) 6 - 2 | - 


0ه 





1 


01 0 / )4 
م جتحججححح حتت 
4 + 422 - خيرل 
يرفع الجذر كله الى الببسط. وداخل الجذريتحلل الى مربع حدانية. 


حك (222) 5[ - 202 - قيو)] / 1 


(31242) 23 - ما | -ح يرول (322) 22 3 هم | _- 


المشتقة لداخل القوس-27275 الموجود لدينا -75 غير مطابق . يوجد نقص بالموجودة بحيث لو ضربناها ب2 راح تصير مطابقة 
.واكو زيادة هو الرقم 3 يخرج خارج التكامل .نضع 2 ونضرب بمقلوبه وبعدين نكامل . 


1 9 2 3 3 1 
© + 2(3 - تور حول 3( 2 - 86)ج »اج - هك 2222 3 - سم | - 


1 
01 حجتبعج|ه5 
4 + ع16 + ١/12‏ 
يرفع الجذر كله الى الببسط. وداخل الجذريتحلل الى مربع حدانية. 
01 81 1 ]| - 011 8021 1 ]| - 011 81 + 8()«2 + ]| --_ 


المشتقة لداخل القوس-7 الموجودلدينا -١ا‏ مطابق. 
3 3 
+ 22(5 +2) 5 


011 


للد 1 ةا 
كب | 


نبسط شوي وبعدين نرفع للببسط 


العمارة-ميسان دهم 18 دم 0 - :نامالمم 
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التكامل 


1 41 1 01 
ا 0-5 لكك كك لكك 5 
0 ل 7 + 3) - 


م. أمجد سلمان 





مشتقة داخل القوس المفروض تكون -( ) . والي موجود عندي بس - ( ح ) لذلك نحتاجالى (2) نخلي بالمشتقة هذا المقدارونضع 


مقلوبه خارج التكامل . 
+ 2( + 3) 2/2 -ء + 2( + ه) 2 ا 0 (3+1)] 2 - 
1 21/6 12 
3 
«مسجخج | 8 


المقام مربع حدانية نرجعه لأصله ويرفع للبسط ايضا. 


تاضور يدي ميوت »| 3- كات | 
ح م )ا - يع 1 كي 0 


01 / 5 
9 ل 14 - 12 ) 
المقام مربع حدانية نرجعه لأصله ويرفع للبسط ايضا. 


بيخ حيو درن ل - 2 2-(7 -) | - مهجكم | 
7- يج 0-1 62-727 


يكيم ]و 
54 + 312) 
1 


0 67 4 (5 سل 0 | - دل 4 (5 + تة) | - 


1سا 


4 © + 5(3 + 3124) 5 
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** دالة مثلثية مرفوعة لاس بحيث الاس لا يساوي واحد للدالة المثلثية. او الدالة المثلثية مضروبة او مقسومة على مقدار. 
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تكامل الدوال المثلثية 





القواعد العشرة قاعدة ١١‏ 
شوكت نطبقهن ؟ لما نلكه دوال مثلثية مطابقة لما نلكه قوس مرفوع لاس او دالة مثلثية مرفوعة 
للقوانين العشرة وماكو لاضرب ولا قسمة وتحتاج لاس او مضروبة او مقسومة على دالة ونكدرنا نوفر 
فقط مشتقة الزاوية مشتقة داخل القوس بالتحويلات وكذا. 
زين 


المشكلة الي جاي يعاني منها الطالب هي انه يريد يكامل بكيفه!!! 
شوف رحمة لخالك 
اذاما تسوي أي سؤال مثل القواعد العشرة اودالة مرفوعة لاس ومشتقتها موجودة كاملة 
فمن المستحيل ان تكامل 
هسه راح ناخذ مربعات الدوال المثلثية وهي لما تكون الدالة المثلثية مرفوعة لاس لكن ما موجود وياها أي شيع 
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دالة مثلثية مرفوعة لاس لكن غير مضروبة بمقدار وماكو مشتقتها ولا التحويلات بالمباشر تفيد وياها 
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: - فردى نطبق التالى: - اهنا الادس زوجى ال الى ادا | ا-اسحب من|#كبرمقدار 
0000 : من الفردى. بحيث يتساوون الى بقن. 
١-اسحب‏ واحد من المقدار ١-نحوله‏ تربيع مرفوع لاس 0 0 
؟-حول المتبقى بقا: 5 قانه” ا ؟- حول المسحوب منه الى ١‏ -احصرالمتساويات بقوس 
فيثام لمتبقى بقانون -نطبق قانون بونصيف بقى حدسسدب فيثاغورس. مرفوع لنفس الاس: - 
حور ظ و ا خم 5011 ا-دخل كل المقادبر حا ال 3 
2 . 1 2 20522 + 1) 2 د بره 05 | 5-يصير قاعدة١١.‏ 
تع 1 طش ا 0 
1 5111 05) | "ا -نزل الاس وربع القومسن ف-وفرمشتقةالزاوية "ا-نزل الاس وربع 
واذا كان الاس اكبرمن ا سوية | مربع حدانية وإذا صارعندك2 | و(الاشارةثم كام ل حسب 5-حول الى سحبته بالبداية 
دربيع اس دربيع ثم حول. ودير | مقدارتربيع هم طبق ابونصيف ١‏ القاعدة١!.‏ حسسيب ابو نصيف حنى تتوحد 
بالك الزاوية تبقى نفسها مرة ثانية. الزوايا. 
؟-دخل خارج القوس على -هنا كلهن يصيرالاس 6-راح يصير عندك القواعد ٠١‏ 
2 500 0 -ا يعنى الحل بالقواعد وقاعدة .١١‏ 
-يصير 9و 5 لعشثر ١‏ -وفرالمشتقات للزوايا 
6-قبلان تكامل وفرمشتقة هه د وكامل. 


الزاوية بالاشارة ومن ثم كامل الزاوية كل مر 
1 -وفر متدتقة الزاوية وكامل 


العمارة-ميسان دهم غ١‏ دم 6 - :نامالمم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





١-نبلش‏ اذا الاس فردي. جد التكاملات التالية :- 


:00 3و0 | 
عل 05:2 1242و -عزوم» / -13 0652© (3 5122 - 0 - عل يزوم 0552© | - 


1 

ع ل هيز رزو - م يج رزررزو ح ييل يرومع يرخورزو - يروم» | ب 
3 ةلك 

مشتقة قوسن قواعد 10 


3ل 51113 | 


2 عتمزد 0577© -51112 | - :ل عتدزو (2052 - 0 | - ل 1د 5112 | - 


الحد الأول مباشر والثاني قاعدة١١‏ بس نحتاج سالب لمشتقة “«5مه 


1 
ع + رومن ج + يزومع- - 526ل (عتمزد  )-‏ 5272م + اترزه 1 - 
مشتقة قوس قواعد 10 


. -هسه ناخذ اذا كان الاس زوجي :- نسحب ثم نطبق قانون ابو نصيف‎ ١ 


ل 0543© / 


2 1 ش 1 2 22 
ل “0567© + 1) 1 - :3ل 0562 +01 م ح- عل -005-53:21[7] | - 
مربع حدانية 
1 1 5 1 
ال (05127»© + 1) :7 +20561© 2 +1 7 01:2 0567© + 2605676 +1 7 - 


9 4 
هم اابو نصيف 


1 1 1 1[ <1 
0 “0512 2 + 6و0 2 +142 | 2 - عل حنم هد +:6دم 2 +1 | 


ملاح حراط 


1 3 
ل 6خ05127- - 205676 2 لل | 
2 2 
هسه كلهن ينحلن بالقواعد العشرة لان اسهن واحد. بس نضرب بمقلوب الزاوية لكل حد يحتاج زاوية ونكامل. 


اسه ساك 
2 2 1ر2 2 2 2 224 


العمارة-ميسان ده 16 نم 0ت - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





دل 0522© | 


1 1 1 
+ |متقسةه + ع د - عرق (054:7»© + 1) 2 2 


1 1 1 1 1 
4 |6 1منة حت - عر 2 - عرق 16 ---1 | 2 - نوفر - يل (<:0516»© -1) :7 - 


4 + 20532105 1 


1 
ال (<:2»056 + 1) 7 +:205317© 2 +1 / دعل :0553© + 26053 +1 / - مربع حدانية 
هم اابو نصيف 


1 1 1 1 
01 6056 605362 2 +2 +1 | - عل 056 212 +6053 2 +1 | - 


3 1 
0 0-0 2 605376 + 2 0565 0 


هسه كلهن ينحلن بالقواعد العشرة لان اسهن واحد. بس نضرب بمقلوب الزاوية لكل حد يحتاج زاوية ونكامل. 
+ ع6 0-0 0 
ع 2 10 2 00 2 رز 2 


دل د 5114 | 


١ 1 2‏ 1 2 2 ء 
عل ”052(7» - 1) م | - عل | (052 - 2 - يرل 1222[2و] | - 
مربع حدانية 
1 1 , 1 
(2054172© + 1) 2 +052 1-2 | 2 - عل 2 وم + 26052 -1 | 2 - 


5 4 
هم اابو نصيف 


*47 2 1+2-2) 2 دعل 4 مد 1-2| 
تل 60547 + 605276 2 م -عتل ‏ +2054 ير 26و00 


حم [ حي خم إحل 


1 3 
0 “1 2 :0523© 2 - | 
هسه كلهن ينحلن بالقواعد العشرة لان اسهن واحد. بس نضرب بمقلوب الزاوية لكل حد يحتاج زاوية ونكامل. 


ا ع 
ف 0 51112 +200 


العمارة-ميسان نه | أ نم 0 - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





؟-هسهاذا مضروبات وفوكهن اثنينهن اس بس واحد منهم فردي او اثنينهم . 


عل +3وم» «خمع | 


ندخل على القوس - 0:2 (<:5127 - 1) 0572© له | - »تل “05 2وم» مله | - 
يب ا 2 ات 11 سبس بيلح 
فيثاغورس مسحوب منه 


عل عزوم ع«ذمزه - عو 0»© :51112 / عديرل يروموء #وخومرزو - يرومع :3 11124؟ / 0 
مدتديقفكة فوددن مدتديفكة فويدن 
1 


1 ح- 
3 


1 
ل 25113 ع3 


عل 511172 كوه | 


ل 51242 123 ع2 4و0» 
و ا . 
مسحوب منه 


نفتح الحدانية - يدك عدا 22[2ومع - 1] 2# صذو 2 4ومع / - عل 22 غصفك] فصت 2 54م 


فيثاغوررس مسحوب منه 


ندخل على القوس - 0:2 205427 + 22057272 - 1) 512272 غ22 0534© 
الحدانية 


ل 51227 :0552© + عج11:2ع 205623 -- ع3 1:2زو ع2 4و0© 


اليية ١‏ حسمية ١‏ السسمكة | السك 


نوفر سالب لمشتقة ال«5ه» وكل الحدود نطبق عليها قاعدة .١١‏ 


ل (<:122و-) 052:095») + (:22زو-) 2)©052:26 - (:22زو-) “دم | - 


+ 291 1 2 "+ 20 0 
© + [0523(7»© 92 00 727 )0 ج] 


+ [209وم) + 27وم) د - 5ر2ومن) 7 
6 [ (6052) ور 710 )60 0 


ملحوظة الرقم الي خارج التكامل من تكامل لازم تخلي قوس لان يعتبرمضروب بكل حدود التكامل. وبعد التكامل تريد تعوقه تريد يدخل 
على القوس وينضرب بكل الحدود وانت بكيفك. 


العمارة-ميسان دهم 187 ]ا بم 0ت - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





*-إذا الاسس زوجية. نسحب من الاكبر مقداربحيث يتساوون. 


عل عتخدزه “( 205:2 225 1و) | - :15 5142 17و . 0527© / - نسحب - 2ل 51113 2و0 | 


2 


. 1 1 1 1 
- :03 (2»05212 - 1) ”7 | - غ02 (0527© - 1) 2 ( «2مفه 6 | - 


ابو نصيف نحول 


00 1) 1 00 و. م16 
0527© 5111427 - (20543© - 20 8 - 01:2 0527© 51114273 :5111423 2 
ال ابو نصيف 
ابو نصيف 


الحد الاول قواعد عششرة والثاني قاعدة .١١‏ 


24 *2 1 4 -2]2- 
ع2 2 05) خ2 0 7 5-6 


2د 1 0 1 2 + 2ر1 11 9 1 ٍ-_- 
ع |2 "ملع - كماو - رداك حد ء + |26 "ملو دج -04زوج - دا - 
متساويان - 01:2 :511123 232و | 


2 


1 1 
0 «م سلوج | - 03 [ «6صفه 66 / - عدل 6053:2075 :51131) / - 
ل ا ااا نحصر 


نحول 


+ [ :112 1 2 (1213 20 2- 
ف 2 2ع اام 2 005 2 14 


لسللسببيبا اس ا اس إإبإبإإإبإب ا 
ابو نصيف 
هسه انتهت الحالات راح ناخذ اسئلة متفرقة. 


عل 054 + ج5112 | 


هذا كل سؤال يحل بوحده حسب قاعدة ابو نصيف. 


2 


ابو نصيف ابو نصيف 


1 58 1 1 1 ١ 
- 2 - ©0527( + م + 0527© 2 - | - 0:2 17[<-05ع]‎ 01+ 052 0 


نفتح الحد الثاني مربع حدانية. 


5 1 1 1 
(<27 “2054© + 20523 + 1) 55 26001 _ د -_ 


العمارة-ميسان ده مأ دم 0ت - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





| 4 دنج ]| 220 2 0 . -2] - 
:2054© )42 7 - 017 005 2000 1 6052 - 


2 
لوس لي سيل جه ]دض ل 4 ]| 
ل عوإجورزوة دالب عجو جح يول >4ومج سه ]| - - عجل ع«54وم» حانمة يه ]انه 
2 8*7 8ع | اتجمح 00 8 ' 4 
عل ع«خكدزه -عيرةوم» ا 
هذا تريد تحله كل مقداربوحده حسب ابو نصيف تريد تحلله فرق بين مربعين أسرع. 


1 
© +5122 - ح- خ3لل 1 60021 | دعل دخمزو + ع:*وم») 0 *و0» - ع 4 ومع) | - 
2 للسسشح يي 7 اي 77ر1 
فيثاغوربس قانون فيثاغورس صار قانون 


عل 2 +1()605752 - «قمنى) | 


نفتح الاقواس وتصير ضرب. 


ل 2 - (0542ح + 11 --251122 511242 21 0575© / - جزل 2 -0552:2© -3 251112 + 511123 216 0575© / - 
2 لس م يبب ب تت يا 1 مسحت 2 ا الاو ااا ا 1 
جاهز قاعدة11 ابو نصيف جاهز قاعدة11 





ابو نصيف 


1_1 0 
2 - 054 2-2-7 + 511127362 :23 و | - 


هسه نكامل كل حد حدسسب قاعدته ونحذف مدتشيتقات الزوايا. 


32202001 1 . 1-21 1 1 
© + 476مزو > - عر - 26 ومن - :2 6053 2 دع +2 -ع4وزو - - ير - غ26 ومن - 26 6053 2 2 


+2 0053 
3 لل 
1+1 
اذالكيت (:5111 + 1)/و (:051© 7+ 1) ف يالبس طاوالمقا منضرب بالعام لالمنسب اوتحلل وتوف راختصار. 
العام لالمنسب 





-1 3ئومح | 0 نمؤا 01 2051© / 0 
جننذؤد -1 2 صني + 1 ل 0 +1 0 
(100د - 1) مدةوم» :زد - 1) 0513© 
1-1 511 +1 
دود - 1) عرذومء (تادةد + 2()1دذد - 1) 0605© 
اختصار - :01 ١‏ ل س ستاك اختصار - 017 | _- 
)00 1+1 
ضرب -51112(013 - 1) 0513© | - ضرب - 0112( 51112 - 1) :0513© | - 
01 051 51120 - 0516© |" 01 051 51120 - :6051© 0 
الجزعالةول قواعد والثائى قاعدة |//. الجزءالةول قواعد والثائى قاعدة |//. 
3 1 
6 + 0000101 - 51 - 6 + 200001 - 5811 - 


العمارة-ميسان دم 19 بم 0ت - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





عندما تكون الزوايا غير موحدة 
عندما نجد :01 0506© 517:26 | او 0 20526 511:6 | يعني الزوايا غير موحدة. 


** يفضل تحويل الزاوية الكبيرة الى الصغيرة. حسب قوانين التحويل من الضعف الى النصف. 
يه القوانين هي :- 


1121923 2 - 28 5111 0 - 02ح - 0526© 


1-0 - 
1 -0526ع2 - 
** بالنسبة ل“51127فلها قانون واحد. لكن 0527© نستخدم اول قانون عند وجود اختصاراو مقدار 
مشابه. ونستخدم الثاني والثالث بعكس الموجود مع 052 في السؤال. 





ل 0553© «6 مه | 1 
0 غ3 - 00531 | 2 عرل ‏ ع3 3وم 3 |2 - دل 0052312 0531© | - 
نطبق قاعدة 11 
+يو3كومه دع + يوقفووع د - - 
© + :008432 2 - ح 0 +36 4و0ن سس ل د 
0017 511171 | (2 
نختارالمخالف1/؟ 


2 
© + برومع + عر ومح 7 - 511:03 - 5:2 2 2 ومح 2 | - دلددذدى 2-1١2‏ نوم ©] - 


3( / 511123) 51111 +-- ©»052( 1 


0 5112 ع 05ح -ل :1و 20 5111212 | 2 - ندخل - 12) (:2051© --+ :511113) :0513© 2511113 | - 
صارن قاعدة 11 هسه بس ئنوفر مششدتقة »روم تحتاج سالب. 
3 


1 1 
6 + د3ومع - 5111326 ِ 2 - 02 (20اذدةأد-) عد كوم ح يروم» 511122 | )-_- 


العمارة-ميسان دم ١٠؟‏ نم 0ت - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





0536© :511143 | 40 
هذه هنا نحول مرئي لما نوصل 
0512© (1 - ع 2»052) 2051© :251111 / 2 - مرة نحول اخرى - 0112 :0513© :0523© :2511123 ا - 
حولت حولت 
ليد س/ختاريت 205 حت ىك لالمقاديرتصير 205 وتبقى »1/أ5 وحيدة فريدة وتصير مشتقة .هسه ندخل خارجالقوس 


1 51111 ره 


5 - 51111 +1 26054) | 0 
هسه صارقاعدة 11 بس ئوف ر/شدارة سالب مالت مششدتقة )2051 . 


5 


1 2 
6 + |6053 2 - ير "ومح حّ 4- ح يحل (داداد - »3ع عن و20 ح نز و- » 2 | 4- -- 


0051 
5 | 


0 - 605216 
نوحدالزوايا بتحوي لالبسط. بس را حاستخدم قانون يدب هالمقام واحلل فرق مربعين حتى يصي راختصار. باوع 


22 - عر 0522© | 


هسه نحلل فرق مربيعن - 2 ) -+-كل سل _ سبدب 
عرى مرب 0 --36 2052© 


١ )©00522- 5111223( )©05 22 +- 511222( 
6052136 - 


1 1 
© + [« 2052© -51112«2]| 2 - قواعد عشرة - +0 511121 + :0521© / 


6) 1 ©0521: 20522 0 


هذا السؤال شويه بي هاختلاف اذا /حو لالزاويةالكبيرة راح يكو نالح لاطو للذلكافضل طريقة ان واحو لالاقل حسبابونصيف. 


1 1 
2052212 + :0521© ا - ندخل - 0 (0527© + 1) 0 236 605 / - 


1 1 1 1 1 
001 0543© ا" 2 | <- نوفر - ,داه (:6054 +1) 2 + :2و0 | 2 - 


ابو نصيف 


2 0 1114| + 
7 23 0000 ّْ 


العمارة-ميسان دهم أ بم 0 - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 
الدوال المثلثية الخاصة 0 ©5») .0 ©©5 .0 2046© .12110 


م. أمجد سلمان 








الحالة الأولى الحالة الثانية 
نسحب واحد - 00 10110 560 / 1 قاعدة 11 -  .56©*60060‏ 01170 / 1 
مشتقتها قوس 
قاعدة 11 - 06 0110+ 5660 . متعممه | _- 
مشتقتها قوس 
نسحب واحد - 060 0180© 060 )وح / 2 قاعدة 11 - 2600ع5وع. ‏ 006 / ا 
مشتقتها قوس 
قاعدة 11 - 2016010 0و6 16-موعم / - 
مشتقتها قوس 


00 0 | - 8 0 401126 0-"167 | - 00 0م | - 8 


0 5626 مهو | _- 0 0126م 26-نزوع / - 069 0نم | 
ونستخدم معها التحويل التالى 
1 -08مو ح 01128 
ونستخدم معها التحويل التالى 1 -26عى - 0126م 
1 + 20ببمخ - 26عجو ويتحول الى دالة ومشتقتها حسب قاعدة ١١‏ 


0 26موح 720تموم | ع 060 واو | 


1 +0126 -ح و26عى 
ويتحول الى دالة ومشتقتها حسب قاعدة ١١‏ 








10111 
2 01 
0052 1 


ما يشتغل )2051 يم »12/11 لاز منحوله. را حاسحب المقام واحوله بقواني نالتحويل. راح يصيرحالة ١‏ 


1 1 
© دعر كوووخ - ح يرول برأعيععو 121006 | - 11 حي 0113 | 
2 ع2 2054 
طريقة / 
2 1 2 
ع دعن 02 1 10111 :غ561 566122 | ح- 02 ع« )56 12106 
3 1 + 1 | 
111111 
نرف عالمقام ونغيرالاشدارة ونحو لالمقام. 


د (مدتتبمخ + 1) 4-(11:2هغ) | - 


5 
عو هوهو **9 


مشتقة داخل القوس - 52»» والموجود لا يمثل مشتقة . بس يحتاج تحويل ويصير مشتقة. 


1 - مخ - 25عنعو 1 - 26عهو - 2124] 0 - 1 + 212] 
1 1 
© +0 دج دع + 1 (منوروع) 5 - عل ج8824 > 2 (ردسرمع) | - 
6 مشتقة داخل القوس 0 قوس 


العمارة-ميسان نهم أ بم 02270060 - :ناوالم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





دل ور أع معدو :01152 | 


1 
ع + 7(ممبوع) -  -‏ عل 8824-2 ٠‏ 6ردسبمع) | - 


7 - 
مشتقة داخل القوس قوس 


| ) 0111: + 201“ 


ك لالدو لالمئلئية اذا داخل قوس مرفوعلاس عدد صحيح موجب نفتح مريع حدائية. ثم نحول بقوائي نالتحويل. 
نحول - 02 عد امع + 0132© 261132 - :2 114مخع ]| - 


5 : 511177 
اختصار - 02 1 -22عوم + 








. 1+2 عر لعجو / 5 
0511© 


د دأموع لد عر أععو | 0 2 بس برأعوم + 2 دعر لمعو | 


صارنالقواع دالعشرة نكامل قيلا .© + 2011© -01112غ - 


كلعج 5 | 

حالة رابعة نسحب اثنين ثم نحول وندخل خار جالقوسسع داخله ,- 
دل 56043 14م ل برلع عو | ح ندل د ننتمغ + 1)عر ع5 | - ع0 عر أمهو برأعععو | - 
هسه صارالحدالاول قواعد عشرة والثائي قوس ومششتقته. © ييخ 60113 : + 0111خ - 


1 0114 / 
حالة ثالثة نسحب اثنينث م نحول وندخل خار جالقوسرع داخله: - 
0 4غ د برأععمى 11 | - 0 (1 عر نع نو) دت«مة | - بده 1011 | 
هسه صارالحدالاول قاعدة!! والثاني نحوله مرةثانية. 
1 دعر “عمو - برأعععو 1 | - دل (1 - عر “معو ) ب برأععو 11 | - 


1 
© لل عن د 01136خ - عن 0113غ -- 


العمارة-ميسان نم 7] بم 0ت - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





0110 رأ 5 | 
هنا طبك الحالة 5+1 ويفضل بهيج حالة نسحب من )0 56. 
د (1 +ع 1تهغ6)عر لعجو بركاروع | ح يدل مرأععو عرأععو عر كرروخع | - 


2 


1 1 
م ل 01001 3 1011 ع يرول عر أع هو بر كرروخ ‏ ل عر ةمهو عر 6ترروع | - 


1 
مك بدح اليك ” ح يرل 1 برق لعو / - 2013 “011+ / 


إذال متستطع شرح فكرت ك لطفل عمرهأعوام فأنت نفسك لمتفهمها بعد ألبرت هيرما ن/ينشتاين-الماني-/مريكىي-سويسري 


العمارة-ميسان ده ١2‏ دم 0ت - :نامامم 


م. أمجد سلمان 


الفصل الرابع 
التكامل 





التكامل المحدد 
اذا كانت الدالة مستمرة في الفترة [3,5 ] فان التكامل المحدد على هذه الفترة يعطى :- 
4 
تعويض م) - ( بالدالة عوض ) - (م)5 - (0)" - 4[)"| - نحهه)ر | 
<< نكامل التكامل غير المحدد بس هنا ما نتركها دالة وانما نعوض مكان كل < بقيمة ا ونطرح منه التعويض 3. 


<< ماعدنا هنا (0+) لان راح تختصربالتعويض. 
حر خواص التكامل المحدد: - 


أ-اذا كانت الدالة فوق محورالسينات (موجب) فان ناتج تكاملها عدد موجبا والعكس بالعكس. 
[طره]ء »لا , 0 (*)؟ فاذه دين 0), ] [ط,ه]اع<لا , 0 0 فاذل 500 1 

ب-اذا كانت الدالة مضروبة بعدد فان ناتج التكامل هو العدد في ناتج تكامل الدالة. ويصير نخرج العدد بره التكامل 

] 100 ]ل‎ ١ 
ج-يجوزتوزيع التكامل على الجمع والطرح ولا يجوز توزيعه على القسمه والضرب -عكس الاسس والجذور‎ 

1 
د-يمكن تقسيم فترة التكامل الى عدد غير منته من الفترات وناتج التكامل الكلي -مجموع تكامل التجزبة لكل الفترات 

اذا كانت («)؟ دالة مستمرة على الفترة [3,5] وكانت (3,5) © © فان : 
*004)؟ ]+00 ) - »دك () 6 1 

ه-تكامل اي دالة من عدد لنفس العدد -صفردوما. واذا عكسنا فترة التكامل نضرب التكامل باشارة سالب. 


*909 5 -- عووم ؟ “زط 0- 2ه 6 ]زه 


هسه ناخذ اسئلة ب بيها ايجاد مقدار. 

-١‏ نوزع التكامل على كل حد. 

'- نطبق قواعد التكامل المحدد على الدوال بعد التوزيع. 
"- اذا مضروبة بعدد طلعه خارج التكامل. 

5 - اذا الحدود مقلوبة رجعها لأصلها واضربها بسالب. 


6-اذا انطاك معلومة ثانوية بسطها ورتبها وبعدين طلع منها الي تريدها وعوضها. 


العمارة-ميسان ده 6 دم 6 - :نامامم 








م. أمجد سلمان الا 
ال 
مثل (9)/ أذا كان 8 - 41( 6 فأوجد 02(م) لكر اذاكان 20 - 322 + 100 ]] فجد بدة(2) 1 ] 
اا ب 0 0 -ح مول 32 / + دك (20) / / 
بس نضربهم. 1 1 
4 
0 - 8 »5 - :4 0 ]/ 1 8 0 - و[قد] عه هر | 
2 1 
سس تك. 4 
ا 0 -ح 13 - 435 + :2ل رمج / ١‏ 
مئالء٠-‏ اذاكان 12 - ل 1 وكان 15 - جر 1 4 1 
فجدكل 0 - 63 +0() / / 
1 


7 - ماكد - مم إخم | دمرخم ]| 
وك موده - مم إحم ] دمحم ] 


م ]يحم ]|--مئ-م ] 


4 
3 - 20 -2(022) /ر / 
1 
4 
3-- - 0112 (23) / / 
1 


1 -[15-212]- - اذا 30 - :2 [دي4 - (6د) ]] ْ] فجد قيمةالمقدار 


0 0 ]7[ 5-5 
--------- 7 ك1 ---- الحل :- نجد قيمة تكام لالدالة بوحده وتضربه ب 5- . 
4"-اذاكان 4 - (2) /ر 1 فجد 0 [(20)] - 2] 12 اأنوز عالتكامل 


في البدع نستخدم لمعلومة بعد قلي < للقي 
1 
4 - مم | نه : 18د مر | 
2 
نجدالناتجالمطلوب بعد توزي عالثكامل 
2 2 
1 (<2) /[ - :2011 / - 20103 )/ - 2] / 
1 1 
[4-] -2[1] - 
4 + [(1 << 2) -(2 ا 2)] - 
6 4-2474 - 


اذاكان 2- - (2)] ؟]اثبت 
1 <خ3210 + 112 
في البدع 77-1 1 ند 


- ور | قد ه - هر ]| 


01 ضية | جعدصارة | 
1 «| + 7004 | 2 - 


- 2]2[ + ]))3*(- )0([ 
- 4+ 27-1 


العمارة-ميسان نم |7( نم 


1 
نوززززع - 6ك [ند4 - (0ت)م] / 


11001 1 - 03 (23) كر 1 

اك لهل 
نكامل اليكو 

21د2] - مجه هم ] / 
لمكو 

١12 - )20([‏ 2)] حعده)/ / 3 
المطلوب 

0 - 2 علقم ]| 


06 - :00ل 


م. أمجد سلمان 





الفصل الرابع 
التكامل 





اها -اذاكان 5 - ] ي] وكان 3 - 1 ب] حيثان 


اذا 1 - :42 [:: + (20) 1]ن][ فجد قيمةالمقدار 7 اذا ||[ .»] ح »فجدقيمة [ *!؟ 


كان 3- - :43() / و 
1 
1 - يدل |1 + رعد) ر] / 
0 


1 1 
1 - 0[1] + 3- - 1101 ]+ 22011 | نوزع 
0 0 


نكامل موجود 
1 |(0 » 22) - (1 )| + 3- 
1[ 3+7 
4 - 3 +1 -11 


مث رتنا أذاكتت 1-8( 1 ٠‏ 5م فرج عززم)] | 
|ذ/ منطيك 3 حدود للتكام ل ترئب الحدود تصاعديا م الاق لالى 
الذكبر.بعدي ن نطب قكتكام لالفئرة الكلية-مجمو عئكام لالذجزاء. 


وم | 3 مر | - 0112 هر ] 


موجود موجود 
3 - 8 +5 - 


جد تكاملات: - 0 
“20 - 3 ) ري ل 


3 2 
2 
2 - دح - بتك 2 - ع3 | - 
2ت 2 2 


()2ب وضع - اس (2(2-2)2) - 
2 2 


١ 

ظ 

| 
3-3 

| 

ظ 
كك 
3-53 


])6 - 4( - )6 + 4([ 
2-10 - -8 


س-ائب تان 1 
3 9 
“3*0 | - - يرك *» 3 |( 
كَ 3 


2 
[3(3) - 2(3)] - 5[5مو] - يرل تيرق / - 1115 


- ]8- 27[- 8 
3 

3م]- ح يرل 321:2 3 - 1115 
[8 -27]- - [2(3) - 00 - 
11005 0 7 


العمارة-ميسان 


عه هر ]| 4 علوم | - عه هر ]| 


- / / (012+ 3 


43 )م | - 3 - 5 


4 - مجاه (00) / كر 


لير 


اوجد التكاملات التالية (وزاريات) 


5 + يرك 26 3 
كج رلا 


3 


60 


نوز عالمقاملان حد واحد. 


5 2ر4 تبر 3 
ا 0 / 
3 
نكامل - 202 52 + 4 -2 | - 
1 
3ر5 - بر4 - 2ئ1] 
3 
:مهما 
211 
(12-4»1-2) - (82-4»3-3))] - 
1 3 0 


أو -ة-ه- ده و) 


|)» 
0-5424 0 


3 3 


06 - :00ل 


م. أمجد سلمان 





ظ /! ٠‏ 
الك *(2 + »لما »لا بل 0 
1 1 
دل (4 + رليك + عر ) دعر 
0 
1 5 
011 زه ممم | - 
0 د 1 

5 تر4 + ير4 + تر 3 

0 


377 8 5 2 
+ ل ُّّ - 
0 5 


3 
12 +« 2 + 212)] - 
3 5ا] ‏ 
(0) - 
6" 6+30+40_ 0 و2- 
1715 15 3 205 
01 / 
1 + عر/” 0 
المقام جذر يرفع للبسط ومشتقة داخل القوس -1 
نكامل مباشر 


7 


2 5 7 
|0 4 > 2 دل 3 (1 +2) / 
10 +0) - 1(5 + 7 3 
]00 2 0 0 


2 _ 1| - -  ] 4-1[ 


5 |إتىم 


العمارة-ميسان 


الفصل الرابع 
التكامل 


55700007 








نم 


ست 
:7 ساق ات نه ب مضت 0 ك5 
1 +ع + شير ا 
3 
2 


اج - 


44-2 )| - 
مج - (مة - 


| دمر تمر 





2١) )- 2( )2 + 1( * »دك‎ 


1 
نفتحالاقواس ضرب دالئي نث مكل حد تكامله بوحده. 
4 


3 + ع2 + 2ي)(2 - عنم / - 
1 


4 
عر ل 2ر2 ل ذير | 
1 
2 - 4.2 ح 
4 


2 4 
2 - لل ]| 2 2 ع3 تر 1 
1 | 4 1 


2 7 44 
[2.4- : 6 
12 3 14 
|:2- اك 





- ]64-24-8( 6 2) 
0 4 2 

12-6 2 
للتلتتتة زه زوق ب 
13 13 وى _ 
0ه 000000 #4 0 

00 

كه 0 


200: - 06 














م. أمجد سلمان الفصل الرابع 
التكامل 
1 أيرة ظ 0 202 
1-ب ]| 0 )4 1 
ظ لاد عابر ل ارط وبحب داك الدويدن 
نحل لالبسط فرق بين مربعين. بس هالمرة نحلل - 3 نوفرها و نكامل مباشر 2 1 
مرتين حتى يصي راختصار. 2 3 442 -32) | -- 
(1()22+1 - 2ر) 3 ول 3 
3 شيك | - 1 1 
1 / 12 
ر 00 2 1 (4 - 3 -- » 2 - 
1 + )1 +1()2 - د 0 
اختصار- بون 06+969+30 ]| 06 
7 41 - 31 3 0 
نضربهم - 0132 (1()22+1 +2) / 2-02 - 
: 2 4 - (31]13)2 
ده 1+ 2م م + تم | - 27 - 
2 4 - (301 
3 تي ير ) 1 ( ) 1 ). 0 
ميج بج - م-3) /2]6-4-- 
7 لوث نيه + - - [(ك) - 4 - 
46 7 3 _3/)| - 12 الجا /2ا|8 2 
3 2 4 1 1 0 
او الى 2 2 35 
3 0-2 4 ا 40م 
9 81 2 دوق / 
(3+ هج + ج) - 1 
8 
|[2+-4+2+2 
3 2 ح- د20 2 (9+آ+ م 
١ 81 9 8‏ 
|[8+2)-(2+12+ 0 المشتقه لداخل القوس- 2 الموجود غير مطابق. 
8 + 18 ل م يوجد نقض بالموجودة. نضرب ب 2. 
- 1 4 
١ 4‏ 
32 147 800 +24 2 - ج24 2-(9-+ 2ع) ا 
سس سس لم لشم قم 0 
3 4 3 14 12 
3 441-128 _ 0 922+ 2) |2 2 
2012 12 01 -00 1 
2 - |9(2+ تم) - 2و + مهى)| 
2 - 9 - 2ن ل - 
2 - 5 -ح 9ل 2ع لو 
3 - 9+ 702و 
9--9-ح عم 
0 - م 
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الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





تكامل القيمة المطلقة 

أ-نقول ان الدالة مستمرة (لان بالسادس ع ناخذ بس الدالة كثيرة الحدود-خطية) على الفترة المعطاة ولها قاعدتان: - 

دالة الاكبردائما يمين الحد الفاصل الي هو © © < 2 2(<20/ 7 / ور 

1 106 0 > (عت) كر (:2) - 
ودالة الاصغرهي دالة اليسارللحد الفاصل خوشن. 
"-نروح على جهة نرسم خط الاعداد وننزل الحد الفاصل ونضع يمينه الدالة الموجبة ويساره السالبة. 
'-نضع الفترة مالتنا ع خط الاعداد همينا حسب موقعها الصحيح مو تشمرها بغير مكان. وراح يكون عندي احتمالين: - 
أ-اذا الحد الفاصل صارضمن الفترة هنا راح نجزئ التكامل الى تكاملين: - 
م ح م 
عهضم/ | جعومر- | دعة امنا | 


ب-اذا الفترة صارت بجهة اليمين او بجهة اليسار من الحد الفاصل فقط يعني الحد الفاصل مو بالنص هنا تأخذ تكامل الفترة 
نفسها وتاخذ الجزءع الموجب او السالب حسب موقع الفترة وهايهيه. 


مثال:- اذا كان |:| - ()/ فجد تكامل (20) / ,”] 
الحل باوع عالخطوات شدون را حأسويها. 
١-الدالة‏ مستمرة علىالفترة [3.4-] ولها قاعدتان:- 


0 هو 3) _ 
0 > و 0 
1-الحد الفاصل راح يقس مالفتر ةالى فترئين يمين ويسار. [3.4-]| ع 0 ع ير 
7 ني 4 0 4 
نعوض كل فثرة أ|] + 3-3 - جه عد | + عليه | ده عدا َ 
0 2 2 2 0 3- 3- 














25 16 ©9 )4 4- 
؟- [»- )| إظبك »| . 


1 3 8 2 
تمارين:- جد تكامل |1 - :دام 


١-الدالة‏ مستمرة عل ىالفترة [0.2]ولها قاعدتان:- 


1[ < *« 9 1 - ْ 1 
1 >2 7 ع -1-(1-ج)_ ل 
١‏ -الحدالفاصل راح يقس مالفتر ةالى فترتين يمين ويسار. [0.2] © 1 -2ر 


العمارة-ميسان دى وح دم 0ت - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





2 1 2 
- :-ه 1 - يد | + جك د 1 | دعه ل -ها | 
1 0 0 


(د- 6 -«2-2]+ا -1)] 3 ملكت - ره )+ ام - م 3 
:1 إشجة ما إفجع] - 


.« َّ 2 
تمارين:- جد تكامل |4 -2| ,ل 


2211 2 2 
“4 “4 »*© هوه‎ © 0 «٠ 

نعوض كل فترة + 2 
1 2 0 2 








١-الدالة‏ مستمرة غلىالفترة [3.4-] ولها قاعدتان ,- 
2 ح عد 7 4 <- :2 جب 0 < 4 2 جه 0111-0" 
2 > ين 9 4 > :2 جب 0 > 22-4 جه 2# -4 -(22-4)_-|-ل* 
١-الحدالفاصل‏ راح يقس مالفترة الى فترتين يمين ويسار. 
[3.4-]ع 2-2 0 - 4 -22 
4 2 4 
نعوض كل فترة 4[1 - 2مر] + ,م 222[4 - 436] - :01 4 - :21 | +عدة 4-2 | - ده |4 -2| ا 
2 3 3 
7 - [12]+[21 + 4] -ح [(16 -4) - (16 -16)] + [(12-9-)-(8-4))] - 
حتى تطل عالحد الفاص ل/اجع لالدالة -0 وحلها وطل عالحد الفاصل. واتأكد من ه اذا بن صالفترة يجزئالتكامل مرة سالب مرة موجب 
واذا خار جالفترة/ واحدارقا مالفترة تخليه على خ طالاعداد وتخل يالفترة مالتك همينا وتشوفها صايرة يمي نالحد الفاصل تأخذالدالة 
الموجب واذ/ يسارها تاخذ ب ساليسار وشدكراللناصرية. ملحوظة 
2 
المقدار+ - | مقدارا 1 المقدادط+ - أمقدارا - “مقدارل, 
تمارين:- جد تكامل |1 + دار 
١-الدالة‏ مستمرة عل ىالفترة [1.1-] ولها قاعدتان ,- 


1- <ح خخ 7 0 <ح 1 +يخ جه 1 + | - ون 
1 كمه م>1+يرها (1-ع -(1 بهم | ل 


١-الحدالفاص‏ للا يؤثر عل ىالدالة وتق عالفترة يمينه يعني ناخذ بس دالةاليمي نالفوك الموجبة زين. 
[11-]ع 1- عير 


ين 1 1 
نعوض أع جح دعه1+» | دع لاجم ا 
1- 2 1 1- 


و-1_4 0 5 1 3 7 11-) 0  ]/1“‏ 
عسوب » زوجع - ّ» 2 :, )| 
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الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





ملاحظة: -اذا توفرت ذن الشروط الثلاثة بسؤال ينحل مثل القيمة المطلقة (هذن حساسات من هسه انتبه عليهن ) 
ا-تكامل محدد ١-جذرتربيعي‏ ١-داخل‏ الجذر مربع حدانية. بحيث تحلله وراح يختصر مع الجذربعدين نضع +1 
ثم نطبق عليه خطوات القيمة المطلقة. 


اثرائي : جد تكامل :032 1 + 22 - 1 


2 2 2 
12 |1 - مرا | - عه 1(2-) | - عه (1 -10 عمال / 
2- | 2- 


1[ ح ‏ ©" 1 
1 > + 7 1 ع (1 -2) - وم 
١‏ -الح دالفاصل راح يقس مالفتر ة الى فترتين يمين ويسار. |2.2-] © 1 -ح نر 


2 


| 
0 


5 - 4 +1 - 2 + 4 + + - |« -يه م +2 -2 -(1-2)] - 


2 1 
نعوض كل فترة - +0 1 - | +عته» 1 | - نه |1 0 
2- 











اثرائي: جد تكامل عد4 25 -+ 107 + 1/262 و 


1 1 1 
ده |5 + | | - بك 5(2 + | عه (5 +502 ديل | - 
0 0 0 


5- < خ 7 7 ١‏ - ون 
5- >« * و-5 ج(5 به_| ا ل* 
-الحدالفاص للا ينتئم يللفترة ويقع خارجها. تق عالفترة يمي نالحد الفاص ل لذلك ناخذ داله اليمين فقط. 
[0,11] © 5- ح تبر 
ف 1 1 
نعوض كل فترة 2-1 دمه 5 +ع | دعة |5 دعا | 
0 0 0 








4م - إه -(ه )| - 


العمارة-ميسان ده أغ بم 0 - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 
الدالة المجزئة الى شطرين 
نباوع على الدالتين وهنا الحد الفاصل (بهذا الموضوع هو ينطيه بالسؤال) اذا الحد الفاصل بنص الفترة الحل يكون كالتالي: 
أ-نثبتان الدالة مستمرة شلون: - 
-نعوض الحد الفاصل بالدالة الي تحتوي علامة مساواة مع الاكبر او الاصغر. 
-نحدد دالة اليمين ودالة اليسارونجد الغاية عندما تقترب نحو العدد الفاصل لهما ولازم يطلعون متساوين. 
-نتأكد من ان ناتج الخطوة الاولى والثانية متساويين. 
ب-إذا تحققت الشروط الثلاثة فان الدالة مستمرة ونروح نطلع التكامل حدديب التالي 


م. أمجد سلمان 





6 9. 6 
يمين | + داءيسار | عه مم ١‏ 


ج-واذا انتفى شرط من الشروط الثلاثة نكول ليست مستمرة ولا يوجد تكامل للدالة. 


؟-اذا العدد الفاصل خارج الفترة او احد ارقام الفترة. لا نثبت الاستمرارية ونشوف الفترة وين صايرة بيا جهة ونأخذ الدالة الي بتلك 
الجهة ونطلع التكامل الها وخلاص. 


2 - 3 


اذاكان ده 


27 - 0ت) [فجدتكامل :ده () | 
توضيح][ باو عالحد الفاصل ه و١‏ معطى وا ماليمي نالفوك وه يالي بيها علامة يساوي والجوى يسار | . 
الحل:- 
[1.4]| ع 3 حير 
ننب تالاستمرارية عند 3-)ر 
(معرفة) ‏ 6-(2)3 -(3)/ -1 
رآ - 896 2)3 - ده ذ! 


2-7 ب 7 
و - 6ك 6 :ذا | م دن 


3 حو 
() ريسنا - (3), - 3 
اذ نالدالة مستمرة عل ىالفئرةالمعطاة عند 3-ح)ير 
4 3 4 
نعوض كل فترة 2[1] + 6[3] - :دل 22 | +جه6 | دنه () /ر ١‏ 
3 1 1 


- ]18-6[+]16-9[- 12+ 9 


العمارة-ميسان دم لاغ بم 0 - :نامامم 


م. أمجد سلمان 





ب . 0 ح نينر 
كا 7 
/ذ/ 1 


الحل,- 


اذ نالدالة مستمرة 22] رلْرةالمعطاة عند 0-بر 


نعوض كل فترة 


2-1 
2-1 


1 د21 


اذاكان 7 


الفصل الرابع 
التكامل 





0 - (1) [فجد تكامل :11 (10) [ 1 


[1.3-]»© 0 - نر 
0 ع 3)0(5 ع (0)ي2/ -1 


بآ - 0 ح 3)0(5 -31224 11ذا 


0 2-11 
مآ - 2.0-0 - ع2 ورذا | 100 
جح ررم 


(:ت) حصنا - (0)/ - 3 
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مشتقة دالتها الاسية 0 


1 
مول تن 5 تم + 1] | ,5 
0 
هاي دالة قوس مرفوعة لاس وخارجها مششتقة داخ لالقو سكاملة مرتبة مجكنمة. 


1 
درل *م0 25م + 1] 3 
مشتقة دالته القوسن 0 


خم إدن 


[2["ع + 1] - 4113 + 14]] - 1311 *ه + 1]] 


- , 3 1 3 3 1 
يترك هكذا - |8 - (06] 2خ ر 2 - (©2]01+6>- 


برل “تتتقأى برق تموع / )6 
دالة 1231-6 ومشدتقتها  3-‏ 5620231 وض موجودة بس عوزها 3 . ندبره ونكامل. 


1 
6 + 00 - ع0 3 و عم.ء «ذاتداي | - 
مشتقة دالتها الاسية 


د 1622-4 | (8 


ملاحظة تخ ص الاسس *[ ل | - "ع يعني العدد يتحو لالس للاس . بهذ/ السؤال عندي جذر وماكو مشتقة داخ ل الجذرلذلك راح 
نبسط حسب الثالي: - 


1 
ع + 2-تع د يرول 2 1 ع | - :دم م | 3 جهة[2(دعم)] | - ندل مول | - 


نبا 
مشتقة دالتها الاسية 


العمارة-ميسان دم 08 دم 6 - :نامالم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





01 مدا | و 
ماكو مشدتقة الدال ةلذلك بيه فكرة وه يالتبسيط حسب قواعد © . 
220 م | - تحذف ح يرل اناي | يوق كانادع م | - 


هسه ئوفرمششدتقة دالة ©. 


3 1 3 1 
+ *26 درل 20ر3 3م |-2- 
0-١ 3‏ الندرتا 3 
مشتقة دالتها الاسية 





هنا نكامل حسب النظا مالقدي م نرف عالمقام والبسط يعتبرمشتقة إله. 


| كه (قس كسمه سه ولمس|ه- عمس ةمس ةا 


2 
- 2 - 2-02 


ك |11 
111 1 2 
عندي جذرارفعه للبسط والمشتقة موجودة كاملة . بس باوع زين . 


1 1 
© + 111222 + 2)1 ح غ01 7 +1 | - 


القوس 


حم | هنع 


0 تقة دالت ( 


العمارة-ميسان ده 00 نم 6ت - :نامالم 


م. أمجد سلمان 





دالة 


© 12 (مشتقة الدالة) دالةى - دالةيم ل 


الفصل الرابع 
التكامل 


الدالة الاسية الثابتة دالةم 


دالة 
0 - رز حدددددبى 





حبر 


“** رقم موجب) - بر 


01 
01 


ندرس في السادس مشتقتها فقط. 





]0 ده . 
1 .. لك لكل ماياتي . 50 
: ْ 00 0 
8-7 د با (3 5 57و 0ع) 5512 - _- 
01 
5-5 23ح 3 7[ (2) 32-5 - _- 0 
00 اعلا < 
7 2-<نا(م 9 > ا 5 
009] 1 011 
01 -- 2 ل ل ) #*لاك لم 
2-6 72 -- -ح 112] 20 2ت) , 2-4 - _- 1 000 - 1:9] 5 9 010 
2 د يا (3 »*- 
01 4 -_-2 
32-5 213 - 13 (2) 32-5 - 0 7 لا 
. ؛: - 17 - 1-,/ *«- 0 
> 2-« رط |7987 -15- بن ( ).2-74 
- 4 01 
2 2-050 ل _- لد دس د د سداد د عت تأت ----ت-ك د كدت 
2. 221112 2 (2-). 0 2 
ٍ ْ9] 4 
سدويه تبسيطات وكذا: - 
2 1 7 
27 
2 2 تدب 7 
03] 3 00 0 
2 2 
3 3-2 - 
*915132ن »2و ل - 
009] 
العمارة-ميسان نه |0 نم 0ت - :نامامم 











م. أمجد سلمان 0-0 > 
التكامل 
ا 
اثبتان 


2 


0 م 
ل 


ناخذالطرفالايسر. قسمة دالتين والمقام حد واحد يرف عللبسط: - 
2 8801 
0 3 2 1 3 | / - 115! 
1 


صارت دالة مرفوعةلذس وخارجالقوس مشدتقة داخ لالقوس. 


اه ا لك ' ار . ' 
مشتقة داخ لالقو سالمفرو ضتكون - ( 63 ) . وال موجود عندي بس - ( 5 : )لذلك نحتاجالى (+)نخلي بالمشتقة هذا المقدار 
ونضع مقلوبه خارجالتكامل. 


1 2 1 ]|2 2ه 1 5ه 81 
“له-5 -21]8-1[2 - 11- 5د| |2 3 - 0 35 20 11- تقهدا | 3 - كرا 
1 
1 


- 212-112 - ]1- 12| - 2|112 - 0| - 2 )© - 2 


0 - كي |6 -<3|, ] (م 


ناخذالطرف الايسر: - 

١-الدالة‏ مستمرة عل ىالفترة [2.4-] ولها قاعدتان.- 
2 ح ع« 7 6 ح اق جه 0ح 3-6 جه - ون 
2 > ير 9 6 >:3 جه 0 > 3-6 جد 32# زم - (32-6)_| ل(/* 


١-الحدالفاصل‏ راح يقس مالفترة الى فترتين يمين ويسار. 
[2.4-] ع 2 ح ير 0 - 31-6 


4 2 4 
عه 6 - :32 | + ده :3 62 | امه |6 - »3 َ 
2 15 2- 


1 3 12 3 
نعوض كل فترة أد6 - ئَّْ 3 23 - 6 ب 
2 2- 


15 - 30 ع 6 + 0 + 18 + 6 ع [(12 - 6) - (24 - 24)] + [(12-6-)-(12-6)] - 


العمارة-ميسان ده لان دم 0ت - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





جد قيمة 1 ع اذا علمت ان 03 << “ع»56 2[ 2 - :د01 +ع ا 


هنا ئكام لكل مقداربوحد ه لكلا الطرفين الايس رتكامل عادي والايمن قواعد عشدرة . 


]2 - |2 له ّْ 
(20م) - (- كسم )| 2 - ا(دجدعدة) - زهج مم2 )| 
مد «م-هه- [لوم- وم 

0 -6ح-»ع + ثم 0 4 -2-+2م6 نصفرها 4 - 0-2 + 2م 


0 ح- (2 - 3()6 + 6) 


اما 3 -<-0 0 - 3 + هم 


لتكن + ع2 + 6ئر ح () 1 حيث راع دالة نهايتها الصغرى تساوي (5-) فجد :011 (236) / 0 


خل نفس رالسؤال .مطلوب تكامل ب سالمشدكلة ان والدالة بيها مجهول هو / وما نكد رنكام لال الما نعرف قيمةالمجهول . هنا نرجع 
للملاحظات في موضوع/يجادالثوابت. منطي قيمة رز م نالنهايةالصغرى . 


النهايةالصغرى هي (5-,)) نجد »اباشدتقا قالدالة . 
م 2 - و2 0 2+2 0 - 6 1 2 +22 - () / 


اذ نالنقطة هي (5-,1-) 





1-<»« 1- دكا 1->» | 
سي سي سي سد سة--- اشارة()') 
د 3 « -توجد نهاية صغرى . وهي تنتمي للدالة تحقق معادلتها نعوضها 
لنجد قيمة / . 
4 - ]1 + 5 دآع +2 -1 ح 5 +(20-1 + 1(25-) - 5 


3 3 3 
1 1 و 
<-6+3-|[2+1-4)-(9+9-12)] - بسه- عد جح - به 4 - م2 + د | 
3 3 5 3 1 


27-1 6 





العمارة-ميسان ده رن نم 056 - :نامالمم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





0٠د‏ !:-اذا كان للمنحني 1 + 3(3 -<2) ح (1)<2 نقطة انقلاب (0.5) جد القيمة العددية للمقدار 
حك 20 "1 أ - مده (ت) 1 و 
شنو معنى هذ/ السؤال؟ يريد نائ جتكامل بس حد ود التكامل هن قي منقطة الانقلاب . واذز متكام لالمشتقة والمشدتقة الثائية. 
هسه لذز منطلع نقط ةالانقلاب حسب التفاضل. 
6+ 0-(6)2-3 0 ح “بر (3 -6)2 ح “بر 38-14 ح “رر 


نجد قيمة:1 3 -<عن 0 - 3 -ع2ن 


اشارة(«) 67 + + بج + بج + 


تعر 1-1 +0 -1 +3(3- 3) - (3)/ 





اذن النقطة نقطة انقلاب (3,1) 
(ملاحظة م نتطلع نقطة نهاية/ وانقلاب لاز متتأكد منها على خطالاعداد) . 


2 
6 ممعم بي 


هسه نجدالتكامل بعدما توفرت كافة المعلومات . طبعا راح يصيرالتكامل قوس مرفوعلاس ومشدتقته بره . 


(6)2-3 ح مر 32-4 ح زر 1 م 3 - 0 
3 1 

م( -3])82 -3(3[15 -2)] - 3(02 -6)2 / - رك 3(25 -)3 / 

0 0 


- ])1-3(3-)0-3(2*[  - [ة(0-3)-3]03-3(45‎ 


27-6 +27 + 8- - [3]0-9 -(27-)-8- - 
71*-د:-(2) / دالة مستمرة على الفترة [6 .2-] فاذا كان 6 - :03 (2) / ”] وكان 32 - :3ك [3 + (2) /] ير ] جد 
11201 
هنا منطي "! حدود للتكامل يعني نجزء التكامل الى جزئين 


75 / + :د 15 | - بده 8 1 
قزم نطلع قيمةالمجهؤأ لبَرْجة اوه بالمائون تطلخ مي المجهو ل/فساسي. 
منطي معلومة مالت 32 هاي طريقة توزي عالتكامل على عدة حدود . ونجد فيما بعد تكام لكل حد . 


6 6 6 
/  )3( 01 + 3 02 - 2 / كر‎ )( 7 ]3 1 - 2 
2 2 0 


6 
2 -ح |((2-).3) - (3.6)] + 03 (عد) ر / 
فت 


6 6 
8 -32-24 دعة صر | 2 - [6 +18] +عمة )1 | 


العمارة-ميسان دهم 098 نم 60ت - :نامالم 





م. أو جد سلمان الفصل الرابع 
التكامل 
هسه نعوض ونطل عالمجهو لالرئيسي . 
1 1 
8-6-2 ده هر | 6 +نة 0)/ | - 8 
2 2 مجهول 
مطلوب اساسي مطلوب اساسي 


1 
2 ح عد01 (<) /ر / 
2- 


الح سس 
مطلوب اساسي 


1 / )2( - 9 -دأ:-اذاكان 2 - د2001) 9 6 - 3 (د) /ر .]وكان 02 42 + (د)‎ ١٠٠ 


3 3 3 3 
557 | 500 / - يد ()ل/ / - يوززززع - مجك ندل + (مت)و - (90)/ / 
1 1 1 1 
نكاملها معلوم معلوم مجهول 


-6-24+1]222[3 - 4+ ])2 .32(-)2.12(- 4+ 18- 2- 0 


المساحة المستوية تحت المنحني ومحور السينات 
ينطيك دالة وفترة او مستقيمين يمثلن فترة. ويطلب المساحة المغلقة ومحصورة بين محور السينات والفترة 
والدالة. والحل يكون كالتالي: - 
الحالة الاولى: -اذا كانت الدالة عادية 
** نجعل الدالة -0 ونحلها ونجد نقاط التقاطع مع محور السينات. واذا قيمة< تنتمي للفترة نجزئ التكامل 
الى مجموعة فترات بحيث كل فترة تمثل مدداحة. 
*** نكامل الدالة الاصلية ونجد المساحة لكل فترة بمعزل عن الأخرى. 
** نجمع المساحات ونضع قيمة مطلقة للمساحة السالبة لان ماكو مساحة سالبة 
*** اذاماتنتمي قيمة« للفترة نكامل بس الفترة وتطلع مساحة وحدة. 
> مرات . ما ب108لكهالمترَة هالا . تتجعل الدالة دصار ونجد قيم > ونرتبهم تضاعديا وتعتبرهن الفترات 
ونجد المساحة. 


العمارة-ميسان دم |٠١‏ بم 0 - :نامامم 


م. أمجد سلمان 





الفصل الرابع 
التكامل 


مثالا: - جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة 41 3م21 - (2) / ومحورالسينات والفترة [2 .2 -] 





الحل:- نجع لالدالة-0 لنجد قيم: . 


يؤئر [2.2-] ع 0 -2 اما 0 ع (4 - تيراعر 0 ح ير 4‏ ذير 0 ع بو 
0 - 4 شع اولايؤثر [2.2-] ع 2+ - بر 4 - 2ير 
راح يصير عدنا مساحتين حسب الفترتين [2,0[]0.2-] 





4-(4-8-ت |[202-)2 -2(4-) 6 - 00 5 [ثدة - ف كورود ني | 5 
1 5 


2 


4- ع (8 -4- )6 _ (22 - 24 )| - 2و2 - همد ]| - 1 | من ا - 4م 
0 


0 


1س 8 ع |4-]| + 4 ح ,للم |42 | + رك ح ,لل 


مثال!: - جد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة 1 حت 7[ ومحورالسينات والمستقيمين 3-“ا, 1<« 


الحل :- نجع لالدالة -0 
ستكونلدينا مساحة واحدة: - 
1 1 1 3 
53م _ 3حذوم )231 ايده ذالك 2 ب 
م4 *هع)] - ب[صي]- سم | ده 
2 06 1 | بين 
| :| مما 





العمارة-ميسان نه |1] نم 0 - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





مثالا: - جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة :22 + 32:4 - 5 ح ترومحورالسينات. 


هناما منطي حدودالتكامل. عاد ي/حنا نحل ونطل عقي م ونعتبره مالفترةللمساحة بس نرتبه متصاعديا. 
الخطوةالاولى: - نجع لالدالة -0 
0 - (2()2-1 - عار 0 - (2 +32 -ع)ع 0 د ع2 + ثر4 - دير 
1د« او 2 -او 0 -: اما 
الخطوةالثائية :- عد د المسا حات /اصبحائنين حسب الفترات [0,1[/1,2 |. 


1 
1 
بواج شيو عو | ل + 32:2 - دير | ديه 
0 


:-[ه- (د.ه- | - 





2 2 
1 
3 +3 ا - 20 + 32:2 - ذير / د وار 
1 4 1 


. - 0 -|(1+1 . ([8+4 2 _- 
١4‏ 4 - 1 14 
الخطوةالةاخيرة: -نجمع المساحات :- 
: . 1 2 1 1 1 1 
وحدة مريعة > 2 - 2 + 2 - |2-| + - رق + و4 - ,4 


مثال:: - جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة 1 - 75 ح 7[ومحورالسينات. والفترة [2.3-] 


الخطوةالاوان نجع لالدالة- 
[2.3-]ع 1+ حر 1 :39 0 -2-1هيع 


الخطوةالثائية :-لدينا ثلاثة مساحات حسب الفثرات [1.1[]1.3-][1-.2-] 


2 و و - |(2+-) ١‏ )| - | 8 7 2-10 ا 04 
3 0003 ل اا ا ا 


7 0 
3 03 3 الس اا اسان كم 


العمارة-ميسان نه | بم 0 - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





1-3+ه - |(د-4) -و-م| - [ه- مج 1 - مر ]4-1 
1 





3 
0 21-1 _ 1 5 
322290030283 0 
الت د |+-- 4+ ل و4 + ر4ل ح ,للم 
8 © 32 2 30 2 1 -0 ع 


تمارينا: - جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة ع2 - كبر - 7[ ومحورالسينات. والفترة 


الحل:- نجع لالدالة-0 لنجد قيم: . 
يؤثر [1.1-]ع 0 -« اما 0 ح- (1 - تتبرايمر دع أكير 0 ع بو 
0 3-1 اولايؤثر [1.1-] ع 1 -<2 0-7 
راح يصير عدنا مساحتين حسب الفترتين [1:0-][0,1] 
و4 + ر4 ح ,4 





4 


كبك - سي - - [إسح تسج 7ط - اع عمد مسد مد 


د-_ فى كما - )6 - 2 م - - 65 1 ير 1 - 4 
1 |2710 5 2 5] ولد >5 ١‏ 
اك ا د 4 |42 | + رك4 دعل 
10 10 10 
تمارينا: - جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة 4 22ج شير - 7 ومحورالسينات. والفترة 
[2.3-] 
الخطوةالاولى نجع لالدالة- 
4 - 5ع 0 - 4 تع 0 -(3 + 2ج (4 - 2س 0 - 4 -2هجوج ‏ نع 
ثؤتر[2.3-] ع 2 -2* مائؤتر[2.3-]ع 2- -2 2-2 


الخطوة الثانية :-لديناثلاثة مساحات حسبالفترات [2.21]2.3-],4 + ,4 - ,1/ 


العمارة-ميسان دم ]1١‏ بم 0ت - :نامامم 


الفصل الرابع 


م. امح ل 0 





0 قير 2 
به - تيو 2 - ج40 3:25 كع | - يه 


[(معهع) - (ه-ه- )| - ازف» 2ع 20 :1 - زه - )| - 


64 64-160 _6 
- 22-16 +5--6 --2-32---22---- 





5 5 5 


3 ا 3 
و4 - ذير- ]|-ح ع4 -2:هو 3‏ كير | - يه 
2 5 2 


سس - (سدس سج ردت نن)-(مد-» 03 


ا سات 1 7 1211 16 - 0 203 
2005 5 0 5ت 

96( 96 2110102 0 

ا 0 ا نا 2ا| دم و4 + |47| ح- ,ل 


تمارينا!: - جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة “عر - #بر ح (2) / ومحورالسينات. 


الحل:- نجع لالدالة-0 لنجد قيم» . 


0 دعر 0 - 25 اما 0 -(1- 1222 0 دقعم كع 0 ع بو 


راح يصير عدنا مساحتين حسب الفترتين [1,0-][0,1] 





قب - لي س)- - نس - تسا - ]سأ[ تمأ عوط م ]ده 


3 3 5 5 
- قي - بش - [ه- (تلمة- تس )| - ب[ عمخ]- موقم مد ]م 
202١ 5 3/( 15 15‏ 3 5 8 ل و لشت فا ل 
1 -- 5 ك-| ديه 4 + |,4] - ,1ل 
410 م1 ص ) ' إعو 2ع 2 41 - ع 


العمارة-ميسان ده 18 بم 0 - :نامامم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





الحالة الثانية اذا كانت الدالة مثلثية ومطلوب مساحة. نطبق نفس الخطوات مالتنا بس هنا مشدكلتنا بالزاوية: 
١-اذا‏ طلع عندك 05-0» , 5112-0 شتسوي 
ما لكا 1 ا 011 12 7772 0ك يرد ابت :507110200 


11 
006 36-.1.3-,1 -1جه 0 3 1ن +أك ١:‏ :0ك نيزوم0 


ونعوض كل مرة قيمة/ ونقارن مع الفترة بالسؤال ونشوف قيمة» تنتمي حتى نجزئ لو ما تنتمي وهكذا 


؟- اذا طلع عندك رقم - «5م0. رقم - 5172 هنا نعتمد على الزوايا المحورية والخاصة مالتنا القديمة 
ونطلع قيمة *. 





مثالا: - جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة - () / ومحورالسينات. والفترة | 5.7 | 


الحل :- نجع لالدالة -0 0 - 5111 


 - 0 + 77 11 - 0-2 





العمارة-ميسان ده 10 نم 0ت - :نامامم 





م. أه جد سلمان الفصل الرابع 
التكامل 
اع.5-اء0 دع تت 0 - 1 
2 
0 0 
مجزكيء فترة التكامل الى الفترات الجنزئية الاتية: 4ج ]ا أععا +21 حي تك 3 > هم 
1 ات 2 
/ا 2 
|.ع-اء 1- دع جح 1-- 1 
وبالتالي لدينا مساحتين 2 
|.ع-اء 1 دج ات 2-- 1 
1 2 
7 + / - 417 
11 0 
1 --<[1-0]- - |2- 5 - 0م | - ع ج[[ترومء] - - 2ل 12د / ح رول 
0-2 - 


د 


1 
2 - [1-1-]- -ح [050»© -ع6051]- - 051[9»©] - ح د01 511112 / ح- 4 
0 


مثال: - جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة 251 - (2) / ومحورالسينات. والفترة [12.72-] 


الحل :- نجع لالدالة -0 0 ح- عدوم 





وبالتالي لدينا ثلاث مساحات [1,-] #6 - حير 
[7,7-] 0 3 جعر 
ادع ” 


د + 7 + بل - مل 


العمارة-ميسان ده ]1١‏ بم 6ت - :ناممم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





1 

1 1 2 5 
1--<[1-0-]- 517272 1021| - 1 -5111 ا دأ - ع_[حدذة] - حل 2«ومء / ح رللم 

1 د 

1 1 0 2 
2 - |1 +1] - 3 51 - زوأ - 7 4 [0دادا5] - دل 0512© / ح وللم 

- 2 2 

1 9 
1--<[0-1)]- |5418 - كأ - [51122] - 013 5«<2م» / - و4 

2 2 كد 

2 

ملاحظة :- 
اذا الزاوية مضروبة برقم من تاخذ قيم ١‏ اخذ هواي ارقام لان راح تقسم الزاوية على العدد المضروبة به ا وتقل قيمتها 


وتدخل ضمن الفترة وما تدري . 
** اذا الفترة بالسؤال موجب اخذ بس الارقام الموجبه. 


تمارينا:- جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة ©5423 - (2) / ومحورالسينات. والفترة | .0| 


الحل :- نجع لالدالة -0 0 - :511131 


فقط الموجب 3 -11 7 + 0 - غ33 





[0.5]ء 0 - ع 0 -:3 0 -1 
2 
-0] 96 3 3 1 
| ح بر 3 دايز 11 
2 3 7 
ع 2 _- 3 2 ين 2- 
و 2 76 7 ح- نل -11 
اذ نلدينا مساحتين نائتةا نجتين من فترتين هما | . أ 0 
47 + 4 - مل 


1 


0 د | - 315 57 3 | > 4 
005 2 05« 6053310 ي ع 10 


- ر2) + ع [1 -1 - 11 2 
ج - (2)2 - [1 - -]ج- <<[ -]0051] 2 تت 


8 ادم 


1 11 11 
- 2 ]|]03 2 )03 2 


83 إنم 8 إدن 


1 
[60532] ج - ح غ012 511313 / ح رللم 
3 


العمارة-ميسان ده /11 بم 60ت - :ناوالم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





1 - [19-) - م] 1 0 ١‏ 31 1 _ 
2 - 2 - 0511© 2 605 د 
1 


ل | 


3 
- <-] + 2 - ايها + يق - رق 


دم |[ دن 


نمارين: - جد مساحة المنطقة المحددة بالمنحني 1 - «262052 - (2) / ومحورالسينات. والفترة | .0| 


هنا اكو فيكة هو مسويها وهي منطيك قانون جاهزترجعه لأصله وبعدي نتشتغل ع الدالةالجديدة . 





الحل:- نجع لالدالة -0 
- 1 - ع “و2600 - بو 
111 2 111 2 
لدا حت جه - حت د 
4 2*0 2-32 
0.2 ع2 دعم 1 -1 
2 4 0 
|-.0] © الك 0 3 
7 4 ال -غ1 
اذ نلدينا مساحتيزناتجتين من فترتين هها |ّ. | |0.5|. 
4 + ركل - مل 
1 
- [0 1 - [0 _ 1ى] + - |0 ممه + - #تدممع] ب - عه 2 “| ديه 
2-5 2-5 5 ]7-2 511 4 1123210-50 5اى -32 ا 
1 
١1 1-6 17‏ .]+ - دمع + - 4 2 3 4 
2 0 2-5 511 لوس ن ار ه*# ل رز 0 


4 


1 | 1 
وحدة مربعة 597 2+2 - يها + بق - مق 


العمارة-ميسان ده م1 بم 60ت - :ناوالم 





م. أو حد سلمان الفصل الرابع 
التكامل 
المساحة المستوية بين منحنيين 


هنا المساحة تنحصربين الدالتين فقط ونحتاج نقاط تقاطع بين الدالتين. وطريقة الحل هي 
*” نجددالة جديدة هي ناتج طرح الدالتين وانت بكيفك منو تعتبرها الاولى ومنو الثانية ماكو اشكال. 
اانا دنا 
* نجعل الدالة الجديدة -0 ونجد قيم “ا ونقارن مع الفترة .ونفس الحجي القديم نطبقه مالت تنتمي ولا تنتمي ونجزئ اوه 


ع 


> 
99 


اذا الدالة جذرية الافضل تخلي الجذربوحده حتى تصكه بتربيع وتخلص منه ثم ترجع المقادير وتجده. 
نكامل الدالة الجديدة حسب الفترات ولا تنسى القيمة المطلقة 


؛ الساحةتسادى 000 


مثال١‏ جد مساحة المنطقة المحددة بالمنحني */ - (2)/ والمستقيم ‏ - 


4 
يي 


يي 





الحل: -اة توجد حدود للتكام ل تعتبرقيم»( الي را حنطلعها ه يالفترة. 
نجد دالة جديدة. 
- د بالتربيع 2 ح عول. 0 - ع ررل. 0 ع مو ع - عز/ء - 
1 -2 0 ع« -1 0 عر 0 ع (م - 2)1 0 ح شير عر 
اذ نالفترة واحدة ومساحة واحدة. 


(0) - [12-212 | - مغ ]| - 011 5-2 ] - 01 0-2 ] -4 


عه #احابق د 3 
رهك - - ا ن 8 دخ لد د باجح 
ود 2 517 172100 
مثال١‏ جد مساحة المنطقة المحددة بالمنحني 23 - (2) “روالمستقيم ‏ - 
الحل: -اة توجد حدو د للتكامل نعتب رقي م» الي راح نطلعها ه يالفترة. 
نجد دالة جديدة. 
0 ع (2ج - 2)1 0 ح ثمر يعر 0 ع بو قمر دع ع بو 
1+ -2 2-9 0 ح 1-2 2-90 


راح يصيرعدنا فترتين ومساحتين:- [1.0[]0.1-] 


2 )2 6 _ (00] - 0 5-5 | 250 من 1 --- 


7- - سي - ج +2 - - |(2-2 - (0)] - 


العمارة-ميسان دم 18 بم 0ت - :نامامم 





م. أمجد سلمان الفصل الرابع 


التكامل 


[ه- (“ص 2 - نر 2 )| - |1 | 23501 -ه ]ده 





4 كه 0 4 
اء + - يق + |ر4| - رق 
وحدن مردٍ 2 4 4 4 |4 2714 1 - م 
و4 ٠ 0 ٠‏ هو **» ٠‏ »» 0 1 م مه 
تمرين: -جد مساحة المنطقة المحددة بالدالتين 1 -*/ ح [ز, : - نر وعلى الفترة [2.5] 
الحل: -لةتوجد حدود للتكامل نعتب رقي م) الي راح نطلعها ه يالفترة. 
نجد دالة جديدة. 
1 1 
0 - جح - 2-1 0 ع بو 2-1-7 حر 
1 1 
فير - 4 - ع4 “دس - 1 - بو بالتربيع 2 07-1 
0 -2(5 -2) 0 -(2 -2()8 -«) 0 - 4 ع4 - فير 
[2.5] © 2-2 0 - 2 سير 


اذ نلةنجزئ والفترة واحدة ومساحة واحدة. 
2 دن - م ]د 011 1025-2 ]- 011 2-1-3 ] -4 
[(ه- أصع) - (كمع- أصي)] - إ(تمجداد ع ج) - (#ممع- ث0 - مم )| - 
2-2-2-2 - | رج - لويد ] - إله-5) حل - ثدمم) 


وحدة مربعه :]1 د - |2د| -ه 


تمرين: -جد مساحة المنطقة المحددة بالدالتين ‏ 12 -22 - بز, 22 - بر 


الحل :-ةتوجد حدو د للتكامل نعتب رقي ما الي را حنتطلعها ه يالفترة نجد دالة جديدة . 


0 -(3 + شير) 4 -2عن) 0 - 2-12ي ‏ ذير 0 ح بو 2 --2ير ‏ شير ح بو 


2 حير 4 حت قي 0 - 4 قير يهمل 0( - 3 +22 
راح يصيرعدنا فئرة ومساحة:.- [2.2-] 


2 قن كن 2 
م12 - د ل | #كق 2-12من ‏ ةير |4 
5 3 5 ب 


العمارة-ميسان دم ٠لا‏ نم 


2010: - 6 


الفصل الرابع 
التكامل 


2# _ 2(5-) ار 
لك 03 لد إ-[هه )| - 


|(24 +2 + 2ت)- (هد- 22-2 - 


م. أمجد سلمان 








3 5 3 5 
608 304 2-8 كا 996-40-0 _ 
5 15 15 22 15 15 0 
596 08 (608 3 
وخده مر 11 |5 |0 


تمرين: -جد مساحة المنطقة المحددة بالدالتين ‏ «205 - (2<) ر, 5:2 - )0 .وعلى الفترة 1 5 


بحالة دالتين والدوال مئلئية فهنا من تخلي الدالة الجديدة -0 تحل المعادلة على اساس معرفتك بقي م الزوايا مو مثئل موضوع 
المساحة تحت المنحن يالواح دال ياخذنا قبل هذ/الموضوع . 


الحل :- نج د الدالة الجديدة ونجعلها -0 
0 ع رو +71 -- 62051 ع وق 
0 - 51112 - ع51 60 
117 - 0516© 


هسه حسب خبرتنا :- الزاوي ةالوحيد ة الت يتتساوى فيها قيم)2051 مع )5/11 هي فقط 5 4 بس بالرب عادول والثالث لان بالاول موجبات 
وبالئثالت ساليات النيئهن بس بالباقي متخالفات .لك نالرب عالثالت خارجالفترة ة ماناخذه. 





الزوابا بحيث ' 
1 1 
-.--[ع--- 
2 2 ٍ 74+ 
راجع موضوع السعة الاساسية | 0 ا 
اذ نلدينا مساحتيزناتجتين من فترتين هها |ّ. 5 |5.5-|. 
47 + بل - مل 
1 د 
1 1 1 4غ" د 4 
|(2- ومع + ج - «فى) - (-605 +2 «فى )| ا لش 0 اويا تددم | - 11 
2 1 1 
1-1 + 2 - |(1+0- دسد | 
و - [1+00-) - وي + وجا 


8 ادم 


[ 0512© + 5112| - 012 511112 - 0523© ح وللم 
1 
4 


إدط 8 إحب 


أ 5 ل 0 _ )- 05) 2 «فى) | - 


العمارة-ميسان دم إ/ا نم 6ت - :ناومم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





1-72 -1+ 1 ع-1 - إ و ج) -1+0] - 
ملاحظة 2//كبرمن1 لذلك فا نالمساحة الثائية تكون سالبة وحتى نتخلص م نزالسالب نضع قيمة مطلقة ونقلب المقدار. 
|(2-1/)-|+ 1/2 + 1 - |2/ - 1| + 1/2+ 1 ع |ي4| + رم - ,4 
وحدة مربعة 27/2 - 1/2 + 1/2 - 1 - 1/2 + 1/2 + 1 - 


ت9:-جدالمساحةالمحددة بي زالدالتين 1 + <:ة25 - (9)1. 2 هفك - (*)م/ والفترة[-.0] 


الحل: - نج د الدالهةالجديدة وتجعلها -0 
0 -1 + جريئنعو 0 حبرو 5111241 - 51111 - 1 + 251113 ح رق 


5111 - - 1 


هسه حسب خبرتنا :- الزاوية قيمة 5/7 -1- هي فقط د 


اذ نلدينا مساحة ناتجة من فترة | د .0| . 


37 31 37 
(50مء 0) - 0 5 - " - ثم[ «دوم» - ]| ح يدك 1 + 5113 1 ح ملل 
0 


31 31 
وحدة مربعة 1 + 7 - كويب 0 - 3 


تمرين:-جد مساحة المنطقة المحددة بالدالتين ‏ 51122 - (2) /[, *«051ع*:51 - (8) 9 .وعلى الفترة [27 .0] 


الحل: - نجد الدالة الجديدة ونجعلها -0 


0 ع بو (1 -51111)6051 - 511112 - 51112051 ح رو 
0 -2دةك اما 0 - (1 ح-عدومع)511112 
111 
[ع0.27] © 21 .خ0.7 ع 2 .. 3 -<11 ير 
[ع0.27] © 22 .22 .0 ح ين .. 1 - :0657© 0 - 1 -05»© 


اذ نلدينا مساحة ناتجة من فترة [21 .::][0.7] . 


1 1 1 5 
[50مء + 511120 6 ب ( :57م + ج511121 ) - | دمع + 5111226 م ح 0132 51113 - 51111052 / - عم 
0 0 


- )2002-1( - )0+1( - -1-1- 2 


العمارة-ميسان ده أ دم 60 - :نامالم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





21 


21 

1 1 1 

| ( دمع + 511121 6 3 ( 6527 + ج21 51112 ) - | ومع + 51116 م - عأ 51123 - :51112051 / 2ك وار 
1 1 


2 -1+1 - (2)002-1) - (2)002+1)] - 
2 2 
142 4 - 2 + 2 ع |2-]| + 2 ح |4 | + و4 - 4 
0 1 "©" ©» 
تكبرانه فخ 
لمسافة عة وال 
كل المسائل تنطلق من دالة السرعة يعني لازم عندك دالة سرعة قبل كلشيء يلله تباشر بالحل. 
١-اذا‏ طلب المسافة وعندك دالة السرعة شتسوي: - 
أ- نجعل السرعة -صفر ونحلها ونجد] 


يد يذ لرتهاء و الفزر حل لجزى نامل انها لمر 
ت-ج-تكتب قانون المسافة وتكامل السرعة نسبة الى الزمن وتعوض الفترة واذا طلعت سالب تضع قيمة 
مطلقة. 


م | - 01 


1 


؟-اذا طلب البعد او الازاحة هاي مباشرة نكامل كبل ولا قيمة مطلقة ولاهم يحزنون 








م | 0 


1 
٠“‏ -اذا انطاك تعجيل هنا نأخذ فاصل ونواصل نروح نطلع دالة السرعة لان هي المحور الاساسي بالحل 


أ- نكامل التعجيل تكامل غير محدد وراح يطلع ©+ . 
ب- ينطيني معلومة سرعة وزمن اعوضهم بالناتج مالت التكامل واطلع قيمة ©. النوب انتقل الى المطالب 


مسافة وازاحة. 
62 
01 (0)2 / ح- (17)6 
1 
معلومات مهمة 
-١‏ اذا طلب منك المسافة خلال الثانية الخامسة فيقصد خلال الفترة [ 4,5] وهكذا لو كانت في الثانية 
السابعة [ 6,7] 


.]0,5 [ اذا طلب مثلا المسافة بعد مضي مثلا خمس ثوان فيقصد‎ -١ 
البعد -الازاحة وممكن يكون سالب او موجب او صفرلانه كمية اتجاهية.‎ -' 
التعجيل ممكن يكون سالب ويعني تعجيل تباطؤ اما الزمن فلا يكون سالب ابدا.‎ - 2 


العمارة-ميسان دم 1/79 نم 6 - :نامالمم 


م. أمجد سلمان الفصل الرابع 


التكامل 





مثال ا:- جسم يتحرك على خط مستقيم وفق العلاقة 1١5‏ 4 - 2 -ح (غ)17 فجد كل من :- 

١-المسافة‏ المقطوعة خلال 11.31 ١‏ -الازاحةالمقطوعة خلال [1.3]. 

*1-المسافة المقطوعة ف يالثانيةالخامسة. 5-بعده بعد مضي 4 ثوان من بد ءعالحركة. 
١-مادام‏ طالب مسافة نطبق خطوات المسافةاقرا بعد خالك. 


نجزيم ‏ [1.3]ع2 -غ 0 - 4 -غ2 0 -< 7 


2 
1 -- 3 +4 - (4 -1) -(8 -4) -ح 44 - 2غ ] - 11 4 -21 | -.ة 
1 


3 
1 -4 + 3- - (8 -4)-(0-12) - 3 - ث2]] - غ1 4 -21 | - 011 
2 
١-الازاحة‏ مباشرة نكامل//11017 
3 
7 ح- 3 + 3- - (4 -1) -(12 -0) ح ع4 - 2غ] - غ1 4 -21 | -: 
1 
“1-المسافة ف يالثاني ةالخامسة يعن ي[4,5] 
[5 .4] »© 2 دع 0 - 4 - 2 0) ع 7 
5 
7 (16-16)-(25-16)- 5|غ4 - 2غ] -غل 4 - غ2 | -4 
4 
-البعد بعد مضي 4 ثوان يعن ي[0,4]/يضا مباشرة نكامل . 


0 - (0) - (16 -16) - 404 - 12] - عل 4 - 26 /) - و 


مثال ؟:- جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل قدره 72١5“‏ 8 - (0)4 وكانت سرعته اصبحت 20715 8 بعد مضي 4 ثانية 
من بدع الحركة فجد كل من :- 


١-المسافة‏ خلال الثانية الثالثة. 5-بعده عن نقطة بد ءعالحركة بعد مضي 3 تُوان . 
هنا ما موجود عندك بالسؤال دال هالسرعة . ناخذ فاصل ونواصل ئروح نطلع دالهة السرعة تكام لالتعجيل غير محدد. 
© + 186 - :4 18 | دان 
لاز م نطلع قيمة » . عدنا معلومة سرعة وزمن نعوض ونطلع ء . 
0 مح © - 82-72 © + (18)4 - 82 


1884-0 -ع 177 
عدنا من جديد ١-المسافة‏ ف ي[2,3 | نجعل 


العمارة-ميسان دم 1/8 دم 0ت - :نامامم 


م. أمجد سلمان الفصل الرابع 


التكامل 





10 


يهمل سالب --- -ع 0 10 +غ 18‏ 0-مس 


3 
270 - 111-56 - (20 + 36) - (30 + 81) - 3[غ10 + 942] - 46 10 +184 ا 0 
2 


1-البعد مباشرة نكامل 
3 
17 - (0) - (30 +81) ح [غ10 + 942] - غ0 10 +18 / 0 
0 


تمارين!:- جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة 2١5‏ 3 + 64 - 342 - (1/)2 فجد كل من :- 
١-المسافة‏ المقطوعة خلال [4 .12 ١‏ -الازاحةالمقطوعة خلال [0.5]. 


١-مادام‏ طالب مسافة نطبق خطوات المسافةاقرا بعد خالك . 
/د 0حع(1-غ)(1-غ) 1-0 جبغع2-2غ 3 + 3-0 +غ302-6 
لانجزيع [2.4] »ع 1 دع 0 - 1 -غع 
4 
7 -2 -28 - (6 + 12 -8) -(12 + 48 - 64) - 33 + 322 - 3 ]| -غل 3 +عم -342 | - 0 
2 
١-الازاح‏ ةكبل بدون حزن 
5 
2 ح- (0) - (15 + 275 125) - 30 + 322 - 3 ] -<غل 3 +غع6 -362 | - 0 
0 
ت١١-‏ جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل قدره 712١57‏ 2 -+ 44 - (0)4 وكانت سرعته اصبحت 901715 بعد مضي 4 
ثانية من بدع الحركة فجد كل من :- 
١-السرعة‏ عند 1-2. 
؟- المسافة المقطوعة خلال [1.2] 
5-الازاحة عن نقطة بد ءالحركة بعد مضي 10 ثوان. 


هنا ما موجود عندك بالسؤال دالةالسرعة . ناخذ فاصل ونواصل نروح نطلع دال ةالسرعة نكام لالتعجيل غير محدد. 


+126 22 - 46 46+12 | حاو 
لذز م نطل ع قيمة » . عدنا معلومة سرعة وزمن نعوض وتطلع ب . 
0 -ح © - 80 - 90 © +80 - 900 © + (12)4 + 2)4(5 - 0و 


12+4+0 + 262 ح- 7 
عدنا من جديد ,١-السرعة‏ اذا عندك دالة سرعة وطلب سرعة هاي مباشرعوض: وطل عالسرعة .بدو نتكامل 
65 - 10 + 24 + 8 - 10 + (12)2 + 2)2(5 - 7 
١--!-المسافة‏ خلا ل27 1 إنجعل 
العمارة-ميسان ده 6/ا دم 


2010: -- 60 


م. أمجد سلمان الفصل الرابع 


التكامل 





0 ح- (1 +غ)(5 +ع) 0 - 5 +غ6 + 2ع 2 + 10-0 +12 +22 


تهملان ‏ 1 -غ 5 جع 
2 . 2 20 
(2+6+10)-[(10.2+ 62 لد 02 


2 َ 
102+ م6 + 6غ | - 46 10 +126 + 22 | -4 
1 1 


ار ير ووب 
ا 083 3 0083 
«[_الازاحة مباشرة نكامل 
10 


10 2 
:- | 262 + 126+ 10 46 - |286 + 62 + 102 
0 0 


1100 2000 2000 : ب 2 
ا يد - 700 + 2 - 100 + 600 + جد - (0) - [ 10.10 + 0 ل 0 


نت15-1١1-د1:‏ - تتحرك نقطة من السكون وبعد + ثانية من بدع الحركة أصبحت سرعتها _(6*5 - 1004) اوجد الزمن اللازم 
لعودة النقطة الى موضعها الأول الذي بدات منه ثم احسب التعجيل عندها . 


الحل: مطلو ب الزم ناللاز ملعودة النقطة لموضعها الاول. وإذا رجعت لمكانها الاول يعن يالازاحة مالتها صف رلان بالفيزيا ءكل جسم 
يرج علنقطةالبداية فا ن/زاحته -صف ر.المهملاز م نؤج دالازاح ةكدالة وبعدين نجعلها - صف ر ومنها نطلع قيمة + المطلوبة. 


معطى دالة سرعة. والفترة هي م نالبدايةالى اثانية 17 ,0 | 


1 
2 - 5012 -غ6ل 6:2 - غ100 ١‏ 9 
0 
وبعد رجو عالجس مالى موضعه فا نالازاحة -صفر 
تهمل ‏ 0 - 25:اما 6د - 05 2 + 0- 502-23 


562 25 -ح غ 0 - غ - 25 
ومطلوب التعجيل عندها. والتعجيل هو مششتقة السرعة. بالخامس علمي موجود. 


 - 100 - 12)25( - 100 - 300 - -200‏ 2100-12 دو 


العمارة-ميسان دم 7/1 نم 


200: - 060 


م. أمجد سلمان 





الفصل الرابع 
التكامل 


الحجو مالدورائيهةه 





١‏ -حجم ناتج من الدوران حول محور السينات. نطبق القانون 





لازم نراعي شنو 
أ-حدود التكامل لازم قيم ‏ وإذا قيم لاما يصيرلازم تعوض قيم لا بالدالة وتطلع قيم .. 
ب-ترفع “77 وتخلي مكانها الدالة بس لازم تربعها بالبداية وتعوضها . 


١‏ -حجم ناتج من الدوران حول محور الصادات نطبق القانون 

١-حدود‏ التكامل (الفترة) قيم بوإذا منطي* نعوضهن ونطلع قيم ر. 
ب-نقلب الدالة ونطلع قيمة< بدلالة لإوبعدين نربعها ونعوضها ثم نكامل ونطلع 
الناتج. 





مثال:- المنطقة المحددة بين المنحني 4 > < > 0 #ل؟ ح 97 ومحورالسينات,.دارت حول محورالسينات .جد حجمها. 


بما ا نالدوران حو لالسينات. 

4 

12 * | 0 
0 

لاز م نطلع قيمة الدالة تربيع ونعوضها راك در حر 

مي 4 

13 877 ح [0- 8إج7 - > -عه» | ده 
21 0 


1 
- 3 ,دارت حول محورالصادات .جد حجمها. 


بما/ نالدوران حو لالصادات 220 ./ ]> - 7 


لذز م نطلع قيمة الداله تربيع ونعوضها 5 0 ' د 


4 
1 
تند 2:4 ع7 - [111:1 - 4نرا]عر - 107[1] ]جر - 1700 | * - 2 
1 


العمارة-ميسان دم 1/17 بم مت - :ناوالم 


الفصل الرابع 
التكامل 


م. أمجد سلمان 





مثال :-اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ الذي معادلته<8 - 75 والمستقيمين ١-2‏ , 2-0« 
حول محورالسينات. 


بما/ نالدوران حو لالسينات. 00 7 7 - 17 
فز منطلع قيمة الدالة تربيع ونعوضها ح 2[ 


2 
تغغه +16 - [0 - 16] - 422[5]ع, - درق | * 2 
0 


مثال :-اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ الذي معادلته 225 - تلا والمستقيمين ١-5‏ , 72-0 


حول محور السينات. 
بما ا نالدوران حو لالسينات. 

5 

0 د | * دان 
0 

لذز م نطلع قيمة الداله تربيع ونعوضها كع4 - أبر 24 - بر 

ين 5 

1137 250071 -ح [0 - 2500]ج, - ع ج1 ح بول ذير4 | * - 12 
0 0 


مثال :-اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ الذي معادلته 425 ح تلز والمستقيمين 16-لإ, 0-لا 
حول محور الصادي. 


بما/ نالدوران حو لالصادات 2207 5 - 17 
اس 00 1 
لذز م نطلع قيمة الداله تربيع ونعوضها 7د - ك0 “4 - بر 
ا صيييتك 2 4 4]2(6ه 27 له 4235 5 


: 1 
مئال :-اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ الذي معادلته , ح- 87 والمستقيمين 


1 
1 5-00 حول محور الصادي. 


ملاحظة: -اذ/ حدود التكامل منطيها قيم والدوران حول بز ما يصيرلةز متعوضها بالدالة وتطل ع قي مررزث متكمل حلك . 


العمارة-ميسان ده طلا دم مت - :ناومم 





م. أمجد سلمان الفصل الرابع 
التكامل 
بما/ نالدوران حو لالصادات 
لاز م نطلع قيمة الدالة تربيع ونعوضها 2 حك د تع د 


مس ع و[ - هوس - اوس - [ب | سهةد] 
1 - ع |- -|ع1- ح |1 - -ح ]| 2- - |-|ج- - | | - و70 37 |72 ع 17 
2 21 2 رآ 1 1 


اوجد الحجم الدوراني المتولد من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ الذي معادلته 1 ح- 87 والمستقيمين 


2 - 2 .1 ع 2 حول محور السيني. 


بما ا نالدوران حو لالسينات. 

2 

0 در | * - 12 
1 

لذز م نطلع قيمة الداله تربيع ونعوضها اكيوات ذبنو مر ح بو 

9 31 11 32 م 0" 

1 17ح |-- بج - ||[ ح 01 :2 | ده 
5 ]5 5 5 1 


اوجد الحجم الدوراني المتولد من دوران المساحة المحددة بالمنحني الذي معادلته 0 “لا والمستقيمين 
2 - 2 .0 ع 2 حول محورالسيني. 
بما/ نالدوران حو لالسينات. 00 7 - 17 
لاز منطلع قيمة الدالة تربيع ونعوضها ليو كر 
0 


2 
3 417 ح [0 - 4ج - أا]إع ح عر]مو تمر | ده 
ماجة 0 


اوجد الحجم الدوراني المتولد من دوران المساحة المحددة الذي معادلته 1 0 - 77 والمستقيم 


4 - تر حول محورالصادي. 


اذا الدوران حو ل الصادات ومنطيك قيمة واحدة بر معناها الرق مالثاني الدالة تقاطع محور بإز وهذ/ يعني نجعل 0-ح) ونجد بر الثائية . 


وهكذا ل والدوران حول )0د . 

[1.4] 1 1 +0 - رر 0 ح عر 
بما/ نالدوران حو لالصادات 220 . ]> ع7 
العمارة-ميسان دم 7/98 بم 


8000: - 06 


الفصل الرابع 
التكامل 


لذز م نطلع قيمة الداله تربيع ونعوضها 


م. أمجد سلمان 





ننقل 1 + 2يرح بر 


9# 11 1 “1 شير , 
نس د - |2 + 4اع - |1 -ي - 4 - 8[ - و- داع د بر14 -ير | ده 
2 [2 2 : 2 7 


اوجد الحجم الدوراني المتولد من دوران المساحة المحددة الذي معادلته 1 - 2 +- “17 والمستقيمين 
) - د حول محورالصادي. 
ملاحظة :-اذ/ حدود التكامل منطيها قيم»ا والدوران حول /ز ما يصيرلةز م تعوضها بالدالة وتطلع قي مر/إثّ متكمل حلك . 
1+ - بر 1 - 0 + تبر 0 عر 
بما/ نالدوران حو لالصادات 260 1 ج - 17 


اهز م نطلع قيمة الدالة تربيع ونعوضها ١‏ *172(5 -]1) - 2ئر “بر - 1 ح عر 1 - 2 + ث#بر 


1 2 1 
3 + رع - راج ح بول كبر + 4بو2 -1 ]> ةزر | ده 
1 1- 


3 1 
ا 0 5-5 - || 0 ( [2+- ) ح 
355 015 ']5” إ(ه 3 355 6 
5 لك 2 14 | 0 5 | 5 2)# - | 5 2-5 
ند |15 15" 15 15 5 6 


١٠١١١‏ -ج دالحج م|الناتج من دورا نالدائرة (9 - 2 + 2:) حول محورالسينات ومركزها نقطةالأصل. 
ملاحظة لا توجد حدود تكامل. وبمان الدوران حول محور السينات فان نقاط تقاطع المنحني مع محور السينات هي نفسها تمثل 
حدودالتكامل. 
[3.3-] + الفترة 3 2 9- 2ير +0 0 - بر 


الدوران حول محورالسينات نجد قيمة لا 


[(2ت-ه»و) - )| - 


3 تح [18 + 18ج - [(9 + 27-) - (9 -27)]ج - 


مر - 9 ح رواج 9 ح شير + ثبو 





و 3 3 
و » - هت - و | # - بدزم تر | ده 
2 3 3- 3- 


العمارة-ميسان دهم ويم دم 0 - :نامامم 


الفصل الخامس 
المعادلات التفاضليهة 
1 0 


ثم ع هج دن 
0 0 






اعدادالأستاذ 
م. أمجد سلمان 





المعادلة التفاضلية (211007نا0ع [11]6:6113):- هي المعادلة التي تحتوي مشتقة واحدة او اكثر للدالة المجهولة في المعادلة (أي 


للمتغير التابع في المعادلة). 


المعادلة التفاضلية الاعتيادية: - هي علاقة بين متغير مستقل (©1006060011/21131) ودالته غير المعروفة (لا) ( 601م06 
1 ط213) وبعض مشتقات (لا) بالنسبة للمتغير(*) ويرمزلها بالرمز .0.0 وهي مختصر الى ( [0112ع0ع171 نل1ه1ل:0 


0 نلنط). 
امثلة 
بو ع كايو + رومع + رومر + 7و3 0 ع بومر - ابومر5 + '''رو 22 
الرتبة-المرتبة (/07,06 ): - هي اعلى مشتقة موجودة في المعادلة 
الدرجة (069766 ):-اس اكبر مشتقة . 
والحل في البداية نحدد اعلى مشتقة لتمثل الرتبة والاس لها يمثل الدرجة. 
س //١/‏ حدد مرتبة ودرجة المعادلات التالية ؟ 











صر 

00ل 0 

0 نوعو 1 
“6 


2 


أله 
77 ير 5 - 202 
9 ا 


2 





فاع يرت بزع “و و3 


0 - “)2 + ”نا 4 


5- تكن ع 5 





حل المعادلة التفاضلية 
حل المعادلة التفاضلية اي علاقة بين متغيرات المعادلة التفاضلية بحيث يحقق الشروط التالية :- 


١-خال‏ من المشتقة ؟-معرف ضمن فترة معينة “٠-يحقق‏ المعادلة التفاضلية. 

شكل السؤال:-ينطيك علاقة معينة و وياها معادلة تفاضلية ويطلب منك التحقق من العلاقة هل حل لمعادلة تفاضلية ام لا ؟ 
الحل:- 

١-تنطلق‏ كبل للمعادلة تفاضلية وتأخذ الطرف الي بيه مشتقات منها .تكتبه كدامك فقط . 

؟-تروح للعلاقة تجيبها تشتقها مرة او مرتين حدددب المعادلة التفاضلية . 

“'-تعوض ناتج الاشتقاق بالطرف الي اخذته وتشوف الناتج .ثم تعوض العلاقة بالطرف الايمن لازم يطلع نفس الايسر. 


ة-اذا كال (تحقق-بين ان-اثبت ان- برهن ان ) فالعلاقة حل للمعادلة غصبا عليك .بحيث الطرف الي انت مأخذه حوربيه واستعين 
بالعلاقة منا لما يطلع يشبه الطرف الاخر .اما اذا كال (هل ان ) فالعلاقة ممكن حل وممكن ف . 

ملاحظة مهمة جدا:- 

اذا العلاقة المعطاة لك علاقة ضمنية يعنى لاما صافية مثل ( .. ... :205 .172(7 .20(7 .*7() هاى مباشرة ما تأخذ طرف ايسر من 


المعادلة التفاضلية وانما تأخذ العلاقة وتشتقها ضمنيا حسب عدد المشتقات بعدين تحور بالناتج مالت الاشتقاق وتسويه يشبه 
المعادلة التفاضلية وتتأكد منه يشبه اولا حتى تكول العلاقة حل اولا. 


او -الدوا لالصريحة 


بين ان العلاقة :3 + 25 - 7 هي حل للمعادلة التفاضلية 1 + 24 - '7[ع2 


باوع:- مباشرة ناخذالطر ف الي بيه مشتقات . 
الدالة | والعلاقة هي :31 + *:1 - ( والمعادل ةالتفاضلية : + “)1 - '[:دناخذالطرف الايسر م زالمعادلة 


وليي سالدالك . 
“توعد ح- 115آ.ا 
هسه نرو حالعلاقة نطلع مئها /لالشللمة 
3 +22 ح ثرو 
نعوضها بالطرف الذيسر + 2:5 خ (3 +2)21< - 15آ.,اآ 


نعو ضالعلاقة بالايمن 32 + 4ر2 -عن3 + ذير + ثيرو ع بر + أير - 115] 
سبحا نالله اذ نالعلاقةالمعطاة تمئل حلا للمعادلةالتفاضلية لان 1115 - 1.1115 








ثبت ان العلاقة 1 - 7111 - 7[ هي حل للمعادلة التفاضلية 0 < 2 بو + ع ح “بور 


باوع ودحج :- مباشدرة ناخد الطرف الي بيه مشتقات . 


الدالة/ والعلاقة هي :< - :11:11 - 7[ والمعادلة التفاضلية 1 + 1 - '[:اناخ ذالطرف الايسرم نزالمعادلة 
ولي سالدالك . 
وعد ح- 115آ.ا 


هسه نرو حللعلاقة نطلع منها المشتقة .طبعا ضرب دالتين . 
1 
1 - 1 -112] + 1 - 1 -1. :1113 + د - 1 


نعوضها بالطرف الذيسر 7< - (د111)< - 115.آ 
نعو ضالعلاقة بالايمن 31 -ح 2 - 211132 + عر ح رو داع - 10115 
سبحا نالله اذ نالعلاقةالمعطاة تمئل حلا للمعادلةالتفاضلية لان 1١115‏ - 1.1115 


2 
هلان 2 -* + 3 - نر هي حل للمعادلة التفاضلية رم 7 4 


م01 


باوع ودحج :- مباشدرة ناخد الطرف الي بيه مشتقات . 


الدالة/والعلاقة هي 2 - << + 03 - ( والمعادلةالتفاضلية 6 - 'إناخ ذالطر ف الايس رم نالمعادلة وليس 
الدالة . 


"رز - 5ل]آ.ا 
هنسة ترو ع العلاقة تطلغ هنها المشستقة الثال 2 : 

2 -ح ''رو 1 +322 - بر 
ولانحناجان نعوضها هي طلعت مباشر. 2< 
اذ نالعلاقةالمعطاة تمثل حلا للمعادلةالتفاضلية لان 8115 - 1115 


شدوف انتبليالي اذا الطرف الايمن ما بيه /زبعد ماتكدرتعوض بي هلذلك تاخذ ب سالايسر وتبسطه لاز مالجواب يطلع يساو يالطرف 
الذيمن. 


00411177 2220711107 








برهن ان 2511123 + 360527 ح 77 هي حل للمعادلة التفاضلية 0 - 417 + '( 


باوع ودحج: - مباشدرة ناخد الطرف الي بيه مشدئقات. 
الدالة /والعلاقة هى 251112172 + 305212 - 7 والمعادل ةٌ التفاضلية 0 - :43 + ''تزئاخذ الطرف الايسرمن 


المعادلة وليي سالدالة . 
بوه + "بر - 115,] 
هسه نرو حللعلاقة نطلع منها المشدتقة اللوخ 
+1 -+:6511123- - 2. 0521© ا 2 +-511121.2-< 3 ح “رو 
1---1260522- - 5111212:.2- 2 4 + 2 . :0521 >< 6- ح “رو 


نعوضها بالطرف الذأيسزك لالعلاقة ير والمشتقة الثائية - 
( 2511122 23:3 4)3605 -+ (8511121 -:12605223 -) ح يروك + "رو ح- 15].,ا 


0 ح بالاختصار - :8511121 + :120521 851112141 -120522- - 
اذ نالعلاقة المعطاة تمئل حلا للمعادلة التفاضلية لان 1١115‏ - 1.1]15 
> 


بين إن *3 ع + *4ع ح برهي حل للمعادلة التفاضلية 0 - :61 - '/( + ''/[ 


إيفا 


انتب هاعليه:- مباشرة ناخذالطر ف الي بيه مشتقات , 
الدالة | والعلاقة هي *3 ع + 5ه - :رز والمعادلةالتفاضلية 0 - ب6 - 'رز + ''ر[ 
ناخذالطرف الافيسر م نالمعادلة ولي سالدالك . 59 





بد6 - 'رو ل ''رو - 15]آ,آ 
هسه نرو حللعلاقة نطلع منها المسشّدتقة الثائية والذولى . راجع مشتقة الدالة الأسية بعد خال عمك. 

3-3 36-2622 (3-) 7 26232 ح نأبو 

“دعو ل خ2ى4 305 ه(3-) .2622-59 ,2 ع “تر 


نعوضها بالطر ف /ا بلس ك ل اللاقة ير والمدنا تف ة/لأنية والاولى ,- 
نضربهم - (“3تع + تثم)6 -(363 - 23م 2) + (3ع9 + 23 م4) - بر6 - 'رز + ''رر - 15آ.آ 


0 ح بالاختصار - “3-ع6 - 2م66 --38-ى3 --22م2 + «3-ع90 + 22م 4 - 


اذ نالعلاقةالمعطاة تمثل حلا للمعادلةالتفاضلية لان 1115 - 1,115 








بين ان 52327 - 17 هي حل للمعادلة التفاضلية 0 - 17 + ' 7( 


مباشرة ناخذالطر ف الي بيه مششتقات . 


الدالة | والعلاقة هي 51111 - 7( والمعادلة التفاضلية 0 - 7( + '"[ناخذ الطرف الايسرم نزالمعادلة وليس 
الدالك . 


7د + '"رو ح- 15]آ.,آ 
هسه نرو حللعلاقة نطلع منها المششدتقة الثائية . ح “رو ح انرو 
نعوض ف يالطرف الايسر. 0 - :زد + :ع - ح برو + ''رو - 5ل].آ 
اذ نالعلاقةالمعطاة تمئل حلا للمعادلةالنفاضلية لان 1١115‏ - 5 11آ1.1آ 


برهن ان 65112314 +- 800534 ح 5 هي حل للمعادلة التفاضلية 0 - 95 + ''5ى 


' 2 ! 
باوع ودحج :- مباشرة ناخد الطرف الي بيه مشدتقات . 


الدالة | والعلاقة هي +651113 + و0 - 5 والمعادلة التفاضلية 0 - 95 + ''وناخذالطرف الايسرمن 
المعادلة وليي سالدالة . «١‏ 





5 + "وى ح 1[5]آ,آ 

هسه نرو ح للعلاقة نطلع منها المشدتقة اللوخ 
851 +24511131- - 20531:3© »> 6 +-511131.3-- << 8 ح 'ى 
1----720531- - 03 “ا 18 -60534.3 ا 24 - 'ىي 


نعوضها بالطرف الايس رك لالعلاقة ير والمشدتق ةش الثائيك :- > 
( 65111316 + 980531 + (54511131 -72053- ) ح و9 ل ''و - 5[].,ا 


0 ح بالاختصار - 54511131 + 720531 54511136 -720531- - 
/ذ نالعلاق ةالمعطاة تمئل حلا للمعادلة التفاضلية لان ؟ 11 !1 - 115آ.آ 


5. هل ا مما ع بن حلا للمعادلة (1+12)نا2 ح يام 


محلو بالتفاضل راجعه بعداخوك باول تمارين 








هل ان 2 + * ح 7[ هي حل للمعادلة التفاضلية + - 7 + 317 + 7[ 


مباشرة ناخ ذالطر ف الي بيه مسدتقات. 
الدالة | والعلاقة هي 2 + 1 - ( والمعادلةالتفاضلية 0 - :1 + 317 + '"7[ ناخ ذالطرف الايسرم نالمعادلة 
17 ل "توق + "رو - 5ل]آ.آ 
هسه نرو حللعلاقة نطلع منها المششدتقة الثانية . 0 ع “بو 1 ح “نبو 
نعوض ف يالطرف الاأيسر. 3 +2 - 2 +« + (3)0 +1 -ح 5]آ].,]آ1 


اذ نالعلاقةالمعطاة تمثلث حلاللمعادلةالتفاضلية لان 1115 + 1.115 


بين ان * 06 - 77 هي حل للمعادلة التفاضلية رز ع م 0 ح بو + “بو 


الدالة/والعلاقة هي *-06 - « والمعاذلة التفاضلية 0 - ز + ناخ ذالطرفالايسرمنالمعادلة 





17 + 'نو ح- 1[5]آ.آ 
هسه نروحللعلاقة نطلع منها المشتقة الثانية. وي ح نابو 
نعوض ف يالطرف الأيسر. 0 - * مم + 35 مع- ح و5 ل],] 


اذ نالعلاقةالمعطاة تمثل حلا للمعادلةالتفاضلية لان 1١115‏ - 1,115 


ثانيا اذا الدالة ضمنية 





بين ان © ++ ع 1:15 هي حل للمعادلة التفاضلية 0 -  ['‏ 217 


بالضمنية نشدئق بعدد مرات اكبر مشدتقة موجودة بالسؤال .ثم نحوربالنائ جلما يطل ع تشبهالمعادلةالتفاضلية لبس طالدالة حسب 


خاصية اللوغارئي مث منسشئق . 


٠. 
٠+ © ليبا‎ 


هج نستق ‏ 0 +2 - 211117 


14 


ننقل 17 ع 7و2 جه 1 -.2 


0 ح بو - 2# جه 
/صبحت مطابقة للمعادلة التفاضلية . اذ نالعلاقة حلا للمعادلة التفاضلية . 








بين ان 577:5 ح 7د هي حل للمعادلة التفاضلية 0 - :71ر25 + 237 + “ريد 


الحل :-نشتق ضمنيا الطرف لايس رضرب دالتين . 
نشتق مرة اخرى 1 ح اتوعز + 1 5605515 ح ”387 9.1 


51- - 1200 “رو ل ثيرو + ال 


مشتقة الاولى الثانية ‏ مشتقة الثانية الاوك 
0 - 2551151 + “7و2 + ''توير - ح رو + '"تومر ل أرق 
تقريبا مطابقةالة شدوية. عدنا بالدالة. 
1 - :3111 
نعوضها ف يالمشيتقة :- 
0 ع عربو25 + 'بو2 + ''روير 0 ح- 255:51 + '/بو2 + ''توير 
/صبحت مطابقة .اذ نالعلاقة حلا للمعادلك . 


هل ان 1 ح 2ب[ + 222 هي حل للمعادلة التفاضلية 2- -ح “برثبز 


المعادلة ضمنية نشتق بالتسلس لال ىن نص لال ىالمشتق ة الثانية. 
ثم نشتق 0 ع “توبور + :21 2 + 0 ح 'بوبو2 لل يري4 
الب لا 


نبا 
مشتقة الاولى الثانية مشتقة الثانية الاولى 


نبسط المقدار. 


1 22 ح > رم ل “نوبز 
المعادلةالتفاضلية ما بيها مشت قاولى .لاز م نشي لالمشتق ة الاو ونخلي مكانها ال يتساويها .عدنا 


0111م / 22 ' 1 : | 
|[ 7 | 62 : صسدةه د- - 1 0 - زرو + ده 


111 


ُّ د حب 0 


#بر2- ح 2ير4 + 'ررثرر جه 


عامل مشترك 4 - 2و2 - ع "رورس 


1 -2ع2 +2بر لكن (222 + 72 2- ع '"روةذرر 
العلاقة ح لللمعادلةالتفاضلية . 2 - (2)1- -ح “روثبر . 





. أمجد سلمان المعادللات التنفاضلية 





بين ان 8 ع مح 6+ 22 ح |7227 هي حل للمعادلة التفاضلية 217 + :“4 - “رز 


المعادلة ضمنية نشتق بالتسلس ل ال ىان نص لال ىالمشتقة الثائيك . 


ه- 


آي 
يها © ٠+‏ 


ثم نشتق 27 ح و ام 


27 + أاروعح2 - |[ 1 0 57 1 < |2 ح “ثرو 
مشتقة الاولى ‏ سل ا يد 
الثانية مشثتقة الثانية الأولى 


نبسط المقدار. 
المعادلةالتفاضلية ما بيها مشت قاولى .لاز م نشي لالمشتقة الاولى ونخلي مكانها ال يتساويها .عدنا 
نعوضها 07 -ح ا 
و2 د توكر4 ع بو2 + (227) :223 ح بره + “م2 - “بر 
العلاقة ح لللمعادلةالتفاضلية . 


ولا : المعادلات التى تنفصل متغيراتها 121121165 01 5221261011 
هنا راح ينطيك معادلة تفاضلية فقط يكلك بعداخوك طلعنا الحل مالتها مواتاكد م نالحل 2 .اوكي .فشنسوي 
تابع ذ الخطوات :- 
١-حو‏ لكل ( 2 - () مباشرة. واذالكيته محولها بالسؤال بعد احسن . 
١-اضرب‏ المعادلة بالمقدار):0 للطرفين حى يختصر. 
“/-شكو حد عنده «0انقل هلجهة. والي عنده ,زه انقل هللجهة الثانية . 
5-اذ/ عندك حدين بيهم »0 / ويزك او مقدار معين مشدترك . هذا يؤخذ عامل مسّدترك . 
ل-بعدما صاروا/ طرفين تركو مقدارمن جماعة زيم »0 اسحبه للطرف الي بيه بز ل كذلك اذاعديم /0. 


١‏ -مه م هنا عمليه السحب تتم بطريقه الضرب وسطين بطرفين يعن يالمقا مللبس ط البس ط للمقام بالطرف 
الثاني : 


١"‏ -راح يصير جماعة )»ا بجهة - جماعة بزئرو حكب ل للتكامل وتكام لالطرفين ونضع لجهة واحدة .حسب القانون 
التالي 


2 + يك (4) ع 1 د 68و ل 








باع شون را حامشي عالخطوات :- 


| مقال- 0-14 7 لاك 
حا المعادلة 5 بخ23 ح اذ 
ظ 64 





0 
دل (5 + 2<2) ع 07 101 5 +2 2 
مادام معزولةت اذى نكام لالطرفين . 
ع + مر5 + كع ح بر مو( +22 | - بره | 
118811111 نسدد 3+2-غع2 _ يك 
د عجللح» 
جاهزة بس ئتنق لالحد ود المتشابهة بس نضرب ب)0 نسحب بز م نالمقا مللبس طلجهة رزاه . 
/ 00 5 1 5076 
1 “د - 1017 147 ا 
مادام معزولةت اذن نكام لالطرفين . 
+ يو - بو د 2و7 14 / - 01 / 
© دج سد كر 2 كلق 2 2 < | - 001 
انت الح لالمطلوب م نالطالب وزاريا . يبق ىالتبسيطالنال يالطالب مخيرف يان يجريه/ولا. 
_- . 1 1 
ع2 +2 -7/22.+ حبر للطرفين 2 +2 - شير ع كرو 22> © +36 217-22 


كلما تتغيرح بحيثت تنضرب برق م/ و سالب / تنقسم غي رتسميتها 


ظ 8 | 
حل المعادلة التفاضلية »أنه 052137 ><« 1ه ح يلاول حيث 0 غد لا ا ضار 


مادا مكل و حدة بجهةاذن بس نسحب جماعة ,زالي يم 0 ننقلها لجماعة بزك بالسحب وسطين بطرفين . 


1 51113 ح بول بورأععو 51113 5 لك لك 
ل 605217 

مادام معزوةت اذ نتكام لالطرفين . 
© + 6052- ح 101137 01 عسفى | - 0117 وى | 











7 ظ 
مثال- 6 جد الحل العام للمعادلة التفاضلية : 2 - 122+ 


0 
<-ح 037 (1 +2 ]1 217 ح- 10 6 


ما يصيرئكام ل لاز مننقل . خل يبال كك لالي ببسط يصيربالمقام بالجهة الثانئية الي بالمقا م يصعد بالبسط بس بالجهة الثانية . 





0 2 017 
(#2+1) 7 
مادام معزولةتاذن نكام لالطرفين . طبعا المقام دالة مشتقته بالبسط نكامل بطريقة ”/ . 
+12 + )م - |نززوط + |1 + م2 - |نز و ا 3 
9 ح 1 . -ح |17 (1+» [ بو 
انت ص الح ل المطلوب م نالطالب وزاريا . يبق ىالتبسيطالتال يالطالب مخيرف يان يجري ه اول . 
2 1 
لل ‏ لل311 7 للطرفين ©1 »© + *1(5 + 2) 822 ح |7ز|10] 
5000 5 م2 11111 6ج 2206م ط+ه 
نستفاد من معلومة 61 - "© ح انق م6 “م ج ع 


7 + 012+ ديو هي عم *(1+عاسلى ب الااساى 


ملاحظة :- مرات يطلب منك حل معادلة ينطيك قيم لا,»ا كاعداد شنو تسوي ؟ 
تكامل حسب الخطوات مالتنا. تعوض قيم لاء“ا وتطلع قيمة © وترجع للمعادلة تعوضها بيها وهايهيه . 


اوجد حل المعادلة التفاضلية 0ح لإأيك يا عندما 9 حل و 2 ->ي 


1 0 
بالسحب 1 2372 ح 037 وننقل 01 0 د بر و 2 
1 1 07 
دمع | - برهة د +1 - 20137 3ق نصعد « > - حل 
12 

1 2 1 

1_2 _1 2 
212 - + © 2/07 23 6 


هسه لازم نطلع قيمة» من خلال تعض القيم المعطاة . 
1 
4 2 -6ح-عم © +2 -6 © + 222 - 207/9 


نرجع للمعادلة نعض قيمة »© . 








انتهى الحل المطلوب . الباقي تبسيط . 


حل المعادلة ينين - 2 حيث 0)-ل/! عندما 0)-<<7 


الدالة الاسية وزع الاس عليها دائما . 


د00 - بوك 


نسحب (6 ول 67 . 
بو 23ج دق 7 6 
راجع تكامل الدوال الاسية بحيث نوفر مشتقة الدالة الفوك يالله نكامل . 


201 دء012ح| | ح :و10 - » 2 م / 3 


1 


62-6 د 7ع 1-» 
هسه نعوض قيم 0-لا 0<« 
1 1 
- -2 11 - 1/2 


انتهى الحل . اذا تريد تكمل تبسديط عادي عادي ناخذ اللوغارتيم للطرفين 





ال 1 ' 
[ك” | 7 6 
2 “|3 يد 1 
5-2 11 262512- 








0_6 1 
ا 


أ 3 22 1 
مك 2+ 6 ل 


0 
0 5 0122 


و 
10 ”65 0 


0 
0 لآ 


011 غ60 


42 027 | - برك ار 


ع + 1 - 7م 
2 





0 0 
ع د كام 3 لاق 
2 

3 
ادم 

2 
مر - ك2 16 
2 م1 - - بر 














نمشي حسب الخطوات المكتوبة 


> صته - ع« “05ت أل 22 


له لآاآ0 
0 ح عر 3و0 د 

0 
01 اناد ع بول 1 3ومك 


لازم نعزلهم حسب طريقة السحب 


1] 


3106 
ع 0535© 4 


01 51111 عر 


و | - نيه | 
الطرف الايمن قوس ومشتقته عوزهم بس سالب . 


01 1ك - يا 008-32 | - 2 يه 


١ 0‏ 6 + موك ومح سس ح رو 
2 2 
7 1 1 
0 +1 7 لفان وى 2 ىذ 
(1 يوج جع لاك الى 
ظ 0 
11 (1 -1()7 + ع« 0 
- )1 + 2) ع ول 
هسه نسحب للمقام . 
01 
0 1 + ع - 1 ره 
هسه نكامل .الايمن لوغارتيم الاييسر عادى . 
07 
0 1 4 ذا + مك 
1-2-0 
1 
+ :+ 6س - 11 -1|17] 
انتهى الحل 
باخذء للطرفين. 
++ توي 10|17-11ام 
1-2 
1 


+12 
“162+ ح 1 حبر 


+12 
“© “0162 + 1 ح بر 





3- *» - /(! 4+ ث/) 1 
نحول 
01 
101 (3 + :2 - 27) ح كد (1 - بره + 2ر0 
عل (3 +22 - 22) ح بز1(0 ع رر4ة + درم 


0 (أهسه نكامل 


0 (3 +2 - 2م | - برو( - بره + 2ب | 


1 1 
0 +36 + كيو تعرس د برد 2177 + 217 


رفير | - حو | 
م + كرو ح كام 

>< 2055© 
لكك .> 


7 مباشروسطين بطرفين كلدي جاهز. 


1 2051 ع رول لام + 33:5 
1 :6051 / ح رول لام + 33:2 / 


ع + مرورزى ع لام ل ذبن 





م. أمجد سلمان 


اث 


لا 2055 < -وم2ح - ١ع‏ 


0 
10 17 2054© 2 0545© - - 
ونسحب للجهة الاخرى . 
و - لآل 
01 0054 - لل 
17 6052 


هسه نكامل الجزع الايسر يتحول والايمن اب نصيف . 


1 
0052201 + 0 ح بول بو 2ع56 / 


1 1 
6 ل 751012 3 3 + ع 10111 


7 2 


“اه »ا “متو ع بوك لا صم 4١‏ 
هذا جاهز معزول بس يحتاج تكامل مباشر. 
الاييسر نحول الايمن نسحب ثم فيناغورس . 

01 13د عدكمزو | ع بزل 1 - بزو 2ع6و 


نحول حسب فيثاغور ثم ندخل خارج القوس . بعد 
اخيك راجع التكامل . 


01 51713 (0522ع - 4 ح تو0 1 ح رز 2عع5 / 


و14 - برتمو | 


01 51110 عوكومع - تع | - 


نوفر مشتقة “005 حسب قاعدة 11 نحتاج سالب. 
الاييسر جاهز بالقواعد العشرة. 


و14 - برتمو | 


(1112أ5 - ) عركومكح + :51111 | - 


1 
ع + 260061 + رومع - ح رو ح 60117 


المعادلات التفاضلية 





0 حاب اتح رع 


ننقل ونحول ونجزيء 


0 
مول لاك .*م- ح رول جه ع0[ اكع *م - - 


0 
د 6# | ب 
امهم 


نسحب جماعة لا 


د 6# | ح رول اقلم 


نوفر مشتقات الدوال الاسية . 


1 
42 © | - بره 2 - «-6 | 2 


2 _- خم - 4م 
1 ع ل خم 2 


مم2 - *26-- 
7ا2-م16م ل 26-- 


- /إ0 لاقا +ع / 50-0 


لازم نسويهم طرفين هاي قاعدة . عدنا مقداربيه لا 





صايريم »ال لازم نحوله . 
57 7إتطوغ- ح عل 7ز كومءععز 
6007 
و0 سخب - ح دعر 
17 6052 


7[ 7( 5624 لاطو - ح :201 


هسه نكامل بحيث الطرف الايمن تكامل قوس 


ومشتقته والايسر عادي . 
0 بوكعهة5و 77آ32] | - - 4 | 

1 

2 


6 -2- 01 + 





م. أمجد سلمان المعادللات التنفاضلية 
013 0 1 دم امل م . 0 | ا 
(/ا+)ل4 - للا (© |) 0- نزم 01 بين /[205 »لور 


ررق #نننقل حتى نسوي طرفين . 


01 3 - 172) /, 4 - تت 0 
| 4 01 0 د »<< |[ 0051-5117 ح- 7د برو0م 52111 
02 51117 00513 - > 057[70[37© 51111 
. 2 2 3 نسحب كل احد لجهته . 
لمم ١‏ ااه 6 يك 01 0051 017 0517© 
2 4 - ب ال ا 
52101 لت 
نكامل *(1 + 002 ل 01 201 - ع 07 0117© 
ْ | 10 / 01 امه | - ح- توه 20117 
1 ل 1ج1تبتي7بيبيبيب ون ١‏ 
3 ل 072ل / ااهسه نكامل بالقواعد العشرة. 
الاييسر نصعد المقام والبسط مشتقة بس يحتاج 2 © + |52 | م - ع | رخ ؟ |11 
.والايمن كبل. انتهى الحل . بس اذا تريد تكمل تببسيط بكيفك 


3 1 وات :5 0 : 
عمه | ح 217017 250 0 | © + |* (2ى) |2 ع |7ة؟ |11 


1 2- 1 
2-2 2 
© + 4 - 2 (1 + 0077 7 ج)إناخذ» للطرفين فتحذف ا وتتغيره 


1 
6 + كه 0 ع |1117 |1 
52101 





لل ]1م ح [[5111 


1 د 2مم/ 52112 
-, 1 - 51112 51117 


ع + ع4 - 
انتهى الحل . 
ملاحظة اذا لكيت عندك ثلاثة حدود بالمعادلة التفاضلية شلون نحل ؟ 
انقل كل الاطراف لجهة واترك الي بيه مشتقة بجهة ثانية اخذ عامل مشترك للي ماعدهم مشتقة او جمع و طرح 
لجمعهم. 
ثم ابدا بخطوات الحل مالتك القديمة مالت تحويل كذا و عزل المتغيرات بالسحب . 


2 -لا,1-ي ا لو م له د58 
| >6 
انقل الى الجهة الثانية الي مابيهم مشتقة . 
جه( - 03 - برك د (ر مس - 2ج بيو لك 
02 0 
نسحب للطرف الثاني 
01 
ا 


هسه نكامل الايسر يحتاج بس مشتقة المقام فوك يصير تكامل ١‏ الثاني كلاوات . 





١ 





- 0 00 +212 - 2 13 
2 ح 3 4 17 4 27 242 4 27 624 
الحل النهائي 
000 
و +72 اا 
نبسط الحل اثثر :يها سالب ناخذ ا للطرفين . 
12 
2 و0 2 2ع - إرو- 3| 





0 - 1) ح رز بر جه 





1 0 
2 2 _ 1 اليه فوو #1 ل لو ا 1 الك اللالسطفااك 
1 4 5 00 7 ل 01 0 
' > 4 1017 
م 272 1 
الطرفين | بس نقص عدهم . 2 
1 012 07 47- ) 1 
1-4 ع + اناسا - |كبرة -11ا- الا 
انتهى الحل .واذا تريد تكمل بكيفك. 
4م 4 عاج ب |11-2:2تاج 7 ع4 - إعر |1 4- ع | 4بو2 - 11:1] 
1ح _- 
0 + 1 - 21 


عد كل 0 جد - |2بر2 -1| 
بد 22 








هسه نعوض قيم لار 


4 دم 6 + 2 ع 2 


5 حل العادلة التفاضلية /2:)01- > عي حيث ان 0-<*« عندما رو[ 


ح- ‏ _ ل نسحب 05 الها 0 - 0597 


م + عر حك | 17ر5 |11 0 - / - 


هسه نعض قيم بزلا 
ع - 04 


اذن الحل هو :- 


0 


© - 511117 للطرفين 6 





ا 
7ل] 13297 06 


©0597 07 





|[ تكامل 


5117 
6 + 0 جح -هنوا 11] 


“عر - ع | ترورخة؟ 1١|‏ 





م. أمجد سلمان المعادللات التنفاضلية 











, 605” لا‎ "1 ١ 
- حل المعادلة التفاضلية الآتية ةم‎ . 4 
72 
017 0054 0 01 
28-2070 همينانسحب | 2ل‎ 0-6 
6005217 
01 
ع + || انا ع 7زاتمع ِ ح تو تعمد | نكامل‎ 
هسه نعض قيم بزلا‎ 
1 
2ج © + 0 - 1 © + |1211 حر اتهغ‎ 1 
اذن الحل هو:-‎ 
ءانا ع 1117م‎ + 1 
مج لذ م بذ ب د ل لل ل ل ب ب مد علد عسل عل السب اسلا اسل اعباس سا سما مر سا سر اسم ألمي اع امير اع اس اس اس اس ا ا اس ا ا ال ا اس اس ال ال ال اس ا اس اس اس ال ال ال ا ا اس اس اس اس اس اس اس اس اس اس اس الس اس اس سس‎ 


ثانيا : المعادلة التفاضلية المتجانسة 14011261012 1:12]121 10111 110111051160115 


اذالكيت ( ”1 + 20) يعني بينهم جم عاو طرح فهاي ما تكدرتعزله ملوتمووت . جا الحل ون" 
هيج معادلات تنحل بطرق غيرالعزل ه يالمتجانسة . 


شلون نعرف انها متجائسة . تعوض مكا نكل /ز, م االمقدار :ع ج رز ج 2 واذ/ طلع نكل الحدود 
بيهن 1 مرفوعة لنغد سالث س اوت ماختصارآ نهائيا فا نالمعادلة متجائسة. 


/واكو طريقة ثائية بد نتعويض بس نطك المعادلة بنظرة تتخريط وتكلك سنو نوعها . دون ؟ 


اذاك لالحدود متساوية لاس بحي ثاذالكيت (بر») مضريات تجم عالاس مالتهم وتعتبر أ ساحد وطلعن 
متساويات م عالباقيات نكول متجانسة . 
امئلة :- 
اي - ص “يحب م 
متجانسة م نالدرجة الرابع ةلا نك لالحدوداسها -4 لا نالحد اول والثان ياسهم - 4 والثالث بعد جمع 
الاس-؟ 
اذا عوضنا حسب الطريقة الاولى راح يطل عكلهن بيهن *]. 
بوفرئع - انور فيرع + ترق جح (ون) ةمع ح 'بوررةرمن) + 4رمدع)) 
اذ نالمعادلة متجانسيه . 





2:0 - /2 + 282 - 0 


المعادلة منجانسة م نالدرجة الثانية لا نك لالحدوداسها -2 لا نالحدالاول بعد جم ع لاس والثاني والثالث 
اسهم - 2 
اذا عوضنا حسب الطريقة الاولى راح يطل عكلهن بيهن “]. 

0 ح غبولع2 + تبراع - نبو بومرةع2 جججه 0 ح 2(5غ)2 + 7(2وع) - انز تزع .22 
اذ نالمعادلة متجانسيهة. 


لاح ة*« انل الاق 
3ه 0 ”7 هيرق 


المعادل ةه ليست متجائنسة لذ نالمقام درجة ثالئة والح دالفول بالبسط درجة ثانئية والحد الثاني درجة اولى . 


خطوات حل المعادلة المتجانسة 
** اجع لالمشتقة “بوحدها بطرف والباقي شلع قل عللجهة الثانية . 
** تقس مالمعادلة على '[بحيث 117 هو درجة المعادلة المتنجائسة يعن ىالا سالذكبر .واذ/ صارت ك لالحدود 
بصورة “فا نالمعادلة متجانسة . ْ 
** نفرض هذاالمقدارب ” - ١ه‏ نجد مشتقتهالت يتساوي | لبد + مه - 42 | . 
** نعوض هذينالمقدارين بالمعادلة المتجانسك. 
بعد التعويض را حتصيرعندك معادله تنحل بالطريقه القديمة . طريقه العزل. 
٠‏ لاز متنق لك لالمقاديرالي ما يمه مالمشتق ةا ىالطرف الثاني. 


٠‏ تجمع/وتطرح ومنئ متضرب ب)0 
» نسحب جماعة + الى /ال كذلك جماعة ير 
٠‏ نضعالتكامل نكامل. 
«* بع دالتكام لارف ع“ وضع مكانها ماتساوي - - 17 .ثم بس طالمعادلة قليلا.إذا تريد تبس طللنهاية فائنت 
واحد معد لاذ/ تكتفي بالتبسيط البسيط بكيفيك. 


أكب ركذبة مارستها البشرية على نفسها هوالامل. 
لذلكلاتأمل بشيء.امض بقوة فقط. 








يع شيا3 م 


حل المعادلة التفاضلية 





ظ لا 
7 2 
المعادلة متجائنسة لا نالحدود م نالدرجة الثائية .ف يالبس طالمقام لهسم على 1:4 
2312 312 
3 2 _ 487 2 22 _ 487 
21 01 26007 01 
1 22 
لفرض 
01 غ0 _ 
0 1 7 7 02 بم 
نعوض 
3125-1 0417 0 3175-1 7ك 1 
9 ث2 عل > سحل نم2 لع 53 
نصف يالطرف الأيمن دائما.توحيد مقامات بطزيقةالمقص . 
12-1 0417 “27 - 1 - 3175 7ك 
0 272 دك 
هسه نقلب الأيمن ونحوله للايسر وكذلك الايسرئقليه ونحولهللايمن . دائما _/وكن . 
00 2170117 
1772-1 
هسه تكامل بطريةة اللوغارئيم. 
1 0 0 كص | 
م اين بييين” 7 | عد ل 72-1 
- عوض 1+ -1 --72 مج انتاهاى س |1-+طاإاتاي 
3 2 3 ال 2 1مس - 1 2 
11 1 27 ح 0 3 ح كن و 12 :012+ -ح 1 - 86 


وشدكرا للناصرية . طبعا تكد رتكمل بعد تاخذالجذ رللطرفي نكذ/ . بس سدلك بهيج فيكا تكذا . 





حل المعادلة التفاضلية 0 2ن هي 7 3 /لإ/»ا2 


المعادلة متجائسة لا نالحدود م نالدرجة الثائية نجع لالمشئقة وحدها . 


2 











ا 
1 22 _ ره 2 “د - رز _ و4 2_2 - 017 
الكتاس 7 انه شك < ال 16 - 3777 جح ب 227 
21 01 22*07 2دك 01 
23 
لفرض 
01 5 011 ا 
كك حم ل ح 87 
2 98 011 1 
نعوض وثتنق ل "ا 
1 -72 تال 1 172 1 
د جح سدم جح سم 1 
2127 00 217 0 
72-1 7ل 72 1 72 7ل 
سس ل لماج سس ل اس تح لسلسم إإثل 
217 011 217 011 
نقلب وننة/ 
0 0 2127 
م 172410 
هسه تكامل بطريقة اللوغارئيم. 
5 ش 0 2127 
ع + إمد| ا - ح- |1 + نا ١‏ )| م |0 
و7 1 172 
1 2 4 2 
ع6 © +1782 - 11 11:72 ع + 1 إعدوم ح |1 + نا 
١‏ ف نر 2 1 
اح و0 عوض ل -ح 1 ل 172 “م . اند م --|10|72+1اق 
3 23 
6 121 
قروم + شر ع درو درع+ ح شع + دبر 1 -1-512-. 86 


وتدكرا للناصرية . طبعا تكد رتكمل بعد تاخذ الجذ رللطرفي نكذ/ . بس ستدلك بهيج فيكا تكذ/ . 








ا جد الحل العام للمعادلة التفاضلية “لا + “ا - ف 27 


المعادلة منجائسة لا نالحدود م نالدرجة الثائية. نجع لالمشتقة وحدها 








2 
2) +1 _ بره 0 #ر+ 2ر_ ترك 
2 2ك 9 02 2ك 
لفرض 
01 5 غ0 _ 
0 7 7 7 ك0 جيم 
نعو ضثمننق ل “ا 
+ 1 7ك 7 + 1 7ك 
ذ> ‏ 2 48> 2 ع5 
14 - م) ‏ 017 1 +27 -72 27 - 72و + 1 7ك 
0 2 1 2 30# 
هسه ئقلب 
01 0 22 
72-1(20) 
هسه تكام ل الذيمن ١١7‏ الةيسر يصعد تصير بطريقةالقوس 
د _ 1-00 | 2 "1 2 2017 
” ا الك مج ل 72-1(2) 
2018 ساد ل رك 17-1 سن ح ع 2 
+ ا 1س 5 10 
ومن قلب التناسب 
00 000 1 1-ن 
257 عوض اط دم -. 7 | دم 2- 
0 - 2 4 1 ف 
إه وح بي 5 دام دم 2 #ي# 
9 3 1] در 





5335 





*همح بإ 
المعادلة متجائسة ومقسمة وجاهزة بس نفرض ونعوض . 
لفرض 
017 01 
01 011 
نعوض 
ىل 0117 
6 77-374 ح لير 
011 


0 
6 17 - 0 1 


هسه تكام لالايمن /١‏ الذيسردالةاسية 


0 
>< - 0ه - 0-06 | - 
1 
1 1- 
© - 110361 - بمى جا (1-»« لى ‏ <” 


ئى 
:| 
3 
3 


١ 0‏ 
- م عوض" 


01 
لل ] ح- سوتم | 
2 


© + || - 75م 








نلفرض 








01 5 غ0 _ 
ا 7" > حلم 
نعوض 
8 - 7- !ل 
1 1 ح 1 01117-7خ ح- ير ل 7ع 
” 2 2 
هسه ئقلب 
 000)727 0 0‏ 0 0 021 
52117 1 20117 
هسه تكام لالذيمن /!١‏ الذيسرايضا . 


٠١ 5‏ 0 0))727 / 
1 ل 54127 
درع+ ح وى جه عم ب اندااطلى ح اقناتدااتام جب هم جد ع ل إعز| جم ح |1117غ؟ى |:1] 


2 7 عوض 673+ - ]هم 


اذاكنت تري د السعادة, ل تأمل بشيء. يمكنك ا ن تكو نانشنانا ناجحا بالجد 
ولاجتهاد و2 عليك باآمال والامنيات الت يتحبطك كل يوم. 
الامان يأحلام مزعجة . ع شكماانت وناضل بقوة في هذه الحياة واخل قالفرص . 





ا 





مثال- 0-2 يانه ب 
اين 2ك 


ا - /لا 


المعادلة متجائنسة لذ نالحدود م نالدرجة الذولى ف يالبس طالمقام. بالقسمة على »ا 











1 + 2 7غ0 
0 00 
2-1 
تلفرض 
011 5 غ0 _ 
لي و0 > حم 
نعوض 
1 +17 017 5 
1ج تي ريه 
ته را 
011 (1 -2)م - 1 +17 0177 1 1 +1 017 
0 ظ 1 -177 0 دوحيد /“ 1 -177 2-7 
“به - تو + 1 +7 
1 -177 0 
1 +27 + 2 7ه 
1 -177 3 


177 - 1 7 0 


م 1 217-72 


هسه تكامل بطريقة اللوغارئيم .ب سالايسريحتاج 2 للبسط حتى يصيرمشتق ة للمقام. 


اا كسد ا 2 27 1 - 17 / 
عد [ 222-72+1 ل[/2 عد ل 217-7241 
1 5 1 
016 ©2 + |«| 25 - |1 + 2م - ج27 |:1] 22> © + إعداهم - |1 + 7 - 1|217 2 
- 55 عوض 2ع - 1 + 72 - 7و2 “تلاج د 21ت م2 تان 
برعل ح غير + ذبن - :و2 1 ضمزء+ - 1+ () - 20 
-- 3 عدأ * 





3: 





الم حل المعادلة ‏ /1+*ا- الإ(لا-*ا3) 


المعادلة متجائسة لا نالحدود م نالدرجة الأول 








04 
(1+غ) _ بره 
(3-2) 011 
لتفرض 
011 5 غ0 _ 
0 7ن 
نعوض 
1 +17 017 5 
77 - 3 0 
70 
(ه-7)3- 1 د 7ك َ 1 +1 017 
7 ال 1_2 الل الس حت سم حت هه 
77 - 3 0 دوحيد 0 77 - 3 0 
1 +217 172 017 “به + 317 - 1 + 17 7ه 
-29 المرريية 1 -177 0 


0 _ 27 7 - 3 
ع 172-24-1 


هسه تكامل بطريقة اللوغارئيم .ب سالذيسريحتاج 2 للبسط حتى يصير مشتقة للمقام ١‏ 
01 / 0 27 7 - 3 / 
عد ل[ 204+1--1772 


الاييسرلا يمثل مشتقة ولا كل الطرق تنفع وياه. لذلك افضل طريقة هي تجزئة البسط . هاي الطريقة جديدة ٠٠٠١‏ 
وهدديهك . 


في 
هوه هوهو *9 


باع شون نسويها نفصخ البسط لما يصير مششدتقة :- 


0 بك | 0 اماع ]| 

ع ل 2074+1 72 عد ل 2074+1 72 
]| _- 207 27 (1 -177)- 
عد ل 4+1 72-207 1 +274 72 








5] - ب بكي ]| 52 27 1 -17 2ي]| 
0# 17) 1 +27 - 
راح يصي رالحدالةو لالبسط مشتق ةللمقام بس يحتاج 2 الحداار قود رفم .الذيمنلوغارئيم. 


01 
0 - به 2-(1 - )| 2+ 


27 2 - 217 
1 +27 1772 ل 2 


1 1 2 1 
2- ين ]| © + |ع«| م - (1- ).2 + |1 +207 - 177 


> | وي 


4 
+ ح دن عوض 2 - إمد 21 < سح + |1 + 20 - ذم ]جا 


6 21 + -2112 + 1 





0 - برك “كا + »0 (/ا - 5 7 


المعادلة متجائسة لأ زنالحدود م نالدرجة الثائية [ ملاحظة اذالكيت بالمعادلةالمتجائسة قيمة )0 معزولة عن 
[0 ما يصيرلةز متفسم على )0 بعدي نتكمل خطوات الحل ) 
0 








0 مد + (نومد - 2روم 0 + 0 ع توق ةر + يول (نور - أبقم 
2 
2_رر ١‏ 
#0 017 و 207-12 اك ٍ 0 
دحت 7 هك 0 سين 7 -- 2097 ع 2 
1 011 2 011 01 
تفرض 
01 1 012 0-0 
جحي يبي يت يديم 
لعوض 
02 02 
2 إل 0 لسك 1 1ل سيت 
5 2 172 ته :3 نه ح سن + را 
01 07 
0007# 





55 





هسه تكامل بطريقة اللوغارتي مللأيمن والايسريصعد . 




















0 01 0 
1-[ © + |2« |1]- -ح 53 7ع - 0 - ح 0]17 ]| 
ل 590 اا - 1 
7 اها ير - 17 عوض © - |20 ىر 
لال 4 4 
2 وك 
المعادلة متجائنسة لا نالحدود م نالدرجة الثائية ف يالبسط والمقام. 
2 
1 + ) _ بره #معتر_بره 
22 01 | 221 2ك 
” 
تفرض 
01 0 011 0 
173 يرل 7ن 
نعوض وننقل اونصف يالطرف الأيمن 
“يه - 1 275 - 1 + 76 1 + 172 7ك 1 +172 7ك 1 
اسل 72 217 حنم حن «ونبيجحي بحي 
12 -1_ 000 
2 جرلي” 
0 0 207 
ع 1-720 
هسه تكامل بطريةةة الغا يهأ 
٠-7 0 /‏ 
اذ . © + || ح |72 - 7:1 - ا - لج | _- 
12 1 172 
21 
- 555 عوض 0-7 2ن 4 محم ان«داساحى ب |10|72-1اى 


مدعل ح- تيو - شير 02 


:- 0-5 





/ 





0- رفيو +( - تر .5 


المعادلة متجائسة لا زنالحدود م نالدرجة الثائية [ ملاحظة اذالكيت بالمعادلةالمتجائنسة قيمة )0 معزولة عن 
(0 ما يصيرلةز متفسم على )0 بعدي نتكمل خطوات الحل ) 











0 
0 - 2 برود + تو شيو ب ب 0 ح بولرود + ع0 (2عر - فرلم 
3 
عدط _اله الور تاه _ ره هر 2 _ 47 
2ك اج اللتتللالا لح لد 277 ل 267 
3 01 2 011 01( 
1 
لفرض 
01 1 017 2_ 
0 جعي 
نعوض وننقل “اث منوحد مقامات . 
فر 1 2ع كت ير 1 ذيعه + 1 0177 2ع 1 
ت لل شم 72 لس -0- لتم | 17 
0 0 4 17 011 17 011 
“27 - 1 7ك 
هد 222 
تقل 
0 1700 


1-2272 


هسهتكامل بطريقة اللوغارتي مللأيمن والايسرهمينا بس يحناج 4-. 


7 1 0 717 -ه-ه- /) 1 
4 - [ © + عدم ح | 1111-0 - ْ 4 2-2 | -- 
6 ع4 - ع1 4- - |22 - 1111 
7 1 
7 : 0ك 2 2 - ]1 ع4-ى |« 41-ى ‏ |2272 -11:|1 
9 17 عوض ا" 17 6. 6 6 
21 1 
هل ع دير غير - غير | -55- 86 2 -1 


7 


برك( ترج ث) ح ورتير .6 
المعادلة متجائسة لا نالحدود م نالدرجة الثالنة 


7 1 2 
١-بالبداية‏ نجعل المشتقة وحدها كد 


'3و+3ع ‏ يرول 





؟-نقسم البسط والمقام على 23 .دائها . 

















2__نره 
2 م *ل 
“)-المعادلة متجاثسة نفرض 
01 011 3 
26 101 د يرق حار 
5-نعوض ثم همينا نخلي المشتقة وحدها ونبسط الطرف الأيمن. 
27 27 
٠"‏ 2 + 1 عر 35 5-5 
0-انقل/ واترك المشتقة همينا لوحدها. 
“ل د مه “حر سسحت _ م مه 
1 +173 01 1 +173 1+3 1+3 عل 
4-الان نقلب الطرف الأيمن ونرسله للايسر. ونقلب »ا و»اك ونزسلهم للايمن 
٠-١"‏ 0 1 + 3 





114 9 2 6" 


1١‏ -نضع التكامل ونكامل حسسب الطرق القيمة مالتنا. 





0 558 ]| دل 0 ]| 
2 ال جرخ رن 2 كر 
4 0 ! 01 0 1 
+ 12« - ع ” 27وج - 1117] ] جح -ح 017 | 
3 12 17 
1 
© ل 1:2]- جح 2 - 1117] 
'-نرفع 'اونضع ما تساوي. 
1 
دوم ا تدا 
32 5 
2 





> 6 





30-0 +»2) +يك 2 +») .3 


المعادلة متجائسة ل نالحدود م نالدرجة الذولى. 


و-ع--2 زرو بو 2-0 زرو +22 +ردب 
ٍ) 0 يدك ٍ) 0 دك ٍ) 0 ٍ) 3 
7 
25 +1)- بره ' 2 -عد- _ توك 
3ه 01 37 +22 1*2 
2 
تفرض 
011 غ0 _ 
3 7 7 04 حينم 
نعوض 
1-27 017 5 
2 بعل 5 
ا ” ظ 
(2 + 12)317 - 27 - 0-1 017 1 27 - 2-1 017 
جه _لللللاللللففسس ألجج سس ا لس لس جح لللس 
2 + 317 3 ا 2 + 317 3 
1 - 4 - 2-3175 7ه 7 - 31772 - 7و2 -  -1‏ 0177 
2 + 317 3 2 + 317 3 
(1 + مم4 + 374)- - 7ك 
2 + 317 30 
ساكل 
0 207 +3171 
ب 1 + 427 ل 3172 
هسه تكامل بطريقة اللوغارئيم .بد سالذيسريحتاج ينضرب 2 للبسط حتى يصيرمشتق ة للمقام. 
01 07 4 + 617 ا 
23 1 +42 + 3172 ل 2 
1 
2 ]1 © + |«|«7- ح |1 + 4 + اليد 
4 ' 2 
حار عوض ©2 + |« |7 2- ح |1 + ري4 + 3172 |:1] 








© _ _ 2 
د 1 لد 4 ل 2772 2م دا 2-م |417+1+ 00017 
2 


- 17 عوض 


1©) _ 2 
»ا د ك1 ادا )3 
2# 3 3 


1+ -ح تير + بوره + دبرر3 


6. حل المعادلة التفاضلية ©“ لإ - /لا > حيث ان 1 > لا,1 -< . 


المعادلة متجائسة لذ نالحدود م نالد رجش الذولى . 


7 _ 010 | 01 
٠>‏ 1[ يي ين 7 له 4م تعن 
لفرض 
١"‏ 01 5 غ0 _ 
0 7 77 02 عم 
نعوض 
١‏ 07 8 07 5 
2 17-17 2 7ح 6 +17 
هسه بالسح بال ىالمقام وضرب ب):0 ٠١"‏ 
> 01 
د ح 17م 
1 
هسهتكامل 8 د م / 
و9 
4 : 
ّم عوض © + |«|- د بن 
© + إ«داماع- - بر | © + اعتاسا- دي 
عوض قيم دير حير 
0-1 © + 0 - 1 © +|11211- - 1 
المعادلة 1 + |«|اما<- -ح بو 





5١ 





7. حل المعادلة التفاضلية الاتية 0ح لإك /©:2 6و( 2/ا3 + 22) . 


المعادلة متجائسة لأ نالحدود م نالدرجة الثائية 








01 2 2 2 2 
0 م مده - 131 <2) جد 02 ب 0 ح :70د 2 ج عد0 ( 3175 + ذينر) 
231 
11+22 برل 5 رو - غير 7و0 , ' 01 
لخسبيدا لح لل وساي اللب دح لد 37 - 6ج ح لل رو 2- 
21 01 22 - 01 01 
2 
لفرض 
01 011 3 
لجن ل 7ه ح للد دن 
> 01 01 2 
نعوض 
- “نوي 71 » “3 + 1 7ك 
27 ْ ث2 لي 57 
+ 1 7ك 
27 *«ك 
بالقلب 
"> 00 2170117 
ظ > 17241 
هسه تكامل بطريقة اللوغارتي مللأيمن والايسرهمينا. 
5 > 0 20027 
0 ع + إعداهة ح |1 + 2ن هف - | 
1 1 +172 
3 7 عوض 211+ - 1 + 72 عم الهاج س 1+ م اإنتاي 
: 
22 


بدن 


الات اي ربب ل اا أمجد سلمان 











مبرهنة (7): 
اذا تعامد مستويان فالمستقيم المرسوم في احدهما والعمودي على مستقيم التقاطع يكون عمودياً على 
المستوي الأخر 
اي انه: 1 
اذا كات (لا) ل (06) 
000200-68 5 8 
68 ل 66,للم4ء ق6 
0 
فات (6ا) ل (0ا© 8 
الملعطيات: خط د 63 33 ! 
في نقطة (1 ل :207 نان لل ع( 27# ) .0ل 20) 
اداح اام سل 
الرهات: 


في (26) ترسم 8م ل غم في المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقيم 
فيه من نقطة معلومة ) 


اللقامل لشلكيز )6ت ما © ((معطى ) 
.-. 1 © كح عاتئدة للزاوية الزوجية (/ا) - 415 - (76) (تعريف الزاوية العائدة) 
-601018-0 22 ور وقيامن الزاوية الزوجية يساوئ قيامن الزّاوية الغائدة لها 
وبالعكس ) 
02 ال (اذا كان قياس الزاوية بين مستقيمين 909 فان المستقيمين متعامدان وبالعكس) 
06) حل دلي (المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا 
على مستويهما) 


ووم 


1001/00 1 17 


ميسان العمارة . 1 














السادس الاحيائي الهندسة الفضائية امجد سلمان 


نتيجة مبرهنة (7): 
اواكما ستكويان هالستق المرسوع من حقظلة قن لمدهما سوديا على النستوى الأبقر 











المعطيات :([72 ) ل ( /).( 7ا)ج ©( ) د © 
ظقوي ( 47> ووجمه ح 
البرهات : ليكن 88 -(7()1)9) 
( اذا تقاطع مسعويات فأآن مجموعة التقاطع مستقيم » 
ترم و اك 2 © -مدميتك 8م ل غع© 
( في المستوي الواحد يكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقيم معلوم من تقطة معلومة ) 


( معطى) () -د(072)-- 


( عيرهتة 7) (3-56 55566 
( معطى ) (12) ل 10> 
0+ ع2 


( يمكن رسم مستقيم وحيد عمود على مسعو معلوم من نقطة معلومة) 
( /ا). م0©..-. 


(و-هادم .2 


2 1001/00 1 17 


ميسان العمارة . 











لسالس الاجباكي_____________ا_الهقدسة الفؤوائية___ جد لماك 
ظ 


| مبيرهنة (8): 


كل مستو مار بمستقيم عمودي على مستو اخر يكون عموديا على ذلك المستوي 
أو يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم عمودي على الآخر 





اي اند: ) ل 8م ش 
ا د عع 8م 
المعطلاءت: 0 
(1) ل ظم 
(0) ع الم ظ 
ظ 0 8 
المطلوب اثباته: 
() 2072001 
السهان: 
ليكن 086 -(7)(60)17) (يتقاطع المستويان بخط مستقيم) 
0ع ع 8 (مستقيم التقاطع يحتوي النقاط المشتركة ) 
في (26) نرسم مح | حم (في المستوي الواحد يوجد مستقيم وحيد عمودي على مستقيم فيه 


من نقطة معلومة) 
اقزه )ل قم ( معطى ) 
.". ع0,8© 1 8م «(المستقيم العمودي على مستوي يكون عمودياً على جميع المستقيمات 
المحتواة في المستوي والمارة من أثره ) 
زلا قم (معطى) 
.“. 8816 > عائدة للزاوية الزوجية. 0© لإتعريف الزاؤية الغائدة) 
*90- عقم > م (الادع8 ل قم ) 
..*. قياس الزاوية الزوجية 9059 - 00-9 7 (قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية 
ظ العائدة لها وبالعكس ) 
شه (اذا كان قياس الزاوية الزوجية 90 فان المستويين متعامدان وبالعكس) 


و. .سم 


2 1000 1 17 


ميسان العمارة . 


السادس الاحيائي الهندسة الفضائية امجد سلمان 





من مستقيم غير عمودي عل ىمستو معلوم يوجد مستو وحيد عمودي على المستوي المعلوم. 
اي انه: , 
5م غير عمودي على زكا ) 
فيوجد مستوي وحيد يحتوي 213 
وعمودي على ( 16 ) 
المعطيات: 
قله غير صحوديئ على وغ 
لسع عن 
المطلوبب اتباتهد: 
ايعاد مسعو وحيد يحوي 213 وعمودي على ( 76 ) 
ال اح 
من نقطة (/) ترسم )ل عم ( يوجد مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة لا تندتمي 

اليه ) 





ل كراء كر متقاطعان 

.. يوجد مستو وحيد مثل ( ل ) يحويهما ( لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مسعو وحيد يحويهما) 

*. (86) ل (607 (مبرهبة 8) 

ولرهتنة الوعحدانيتة: 

ليكن (2) مسعوي اخر يحوي 83 وعمودي على ( ا ) 

٠:‏ () ل ©ثم (بالبرهان) 

(2) جه عم ( نتيجة مبرهنة 7') 

.2-(97) (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحويهما) ‏ فا. هجا. ب 
نتيجة مبرهنة (9): 
اذا كان كل من مستويين متقاطعين عموديا على مستو ثالث فان مستقيم تقاطعهما يكون 
عمودياً على المستوي الثالث. 





المعطيات: يم 
600-68 (0*ا) ١‏ 2 
(2)-ل(0.() 

المطلو ب اثباته: 

(2)ل 8م 

البرهاتهم: 


ان لم يكن 13م عموديا على .22 
لما وجد اكشر من مستوي يحوي 4815 وعمودي على (2 )» (مبرهنة 9) 
:62ل مم ب م 





2 المأ 
ميسان العمارة . 4 


السادس الاحيائي الهندسة الفضائية امجد سلمان 


في ©8186 ل 


30م عدمنزع88) ل 80 ى 
مع 5 ع مم8 , مك 10ح ذالم 
جد قياس الزاوية الزوجية 8 - 86 - 0 


10 





5 73 


المعطيات: 0( 
دص 81-5 ردص 10- قلخ ى ‏ 3005 عمم عدم ,(88) 1 80 
المطلوب ائباتد: 
ايجاد قياس الزاوية الزوجية 8 - عم - 6 
الرهات: 


في المستوي (41300) نرسم حلم | ع8 في نقطة ع(في المستوي الواحد يوجد مستقيم وحيد عمودي 
على اخر من نقطة معلومة) 
:.: (عقم) ل م8 (معطى) 
.. 86 ل ع02] (مبرهنة الاعمدة الغلاثة) 
> 8ع( >> عائدة للزاوية الزوجية 0م ( تعريف الزاوية العائدة) 
ع8 1 8م (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المحتواة في 
المستوي والمارة من اثره ) 
اح عم كل قائم الزاوية في م" 


: مطا8 لل القائمالزاويةة 1 ْ 

د از لس ع8 _1_ عق ' 
5 ع غ8 د ل اد --- 51305 
ش 50 2 85 


فى عم 0 لكر القائم الزاوية فى 15 : 1 
يي سود ب 1 -- رطتاظ هما 


“قياس 450 مع8 م ا 
٠"‏ قياس الزاوية الزوجية ‏ 455 - 8- 62 - (] (قياس الزاوية الزوجية هو قياس الزاوية العائدة 


لها وبالعكس ) 


و. .ص 


5 100/0 1 17 


ميسان العمارة . 


العائي لاحك القدية الفؤائية_الصجد سلماتة 


مس ' 
ليكنى 886 مثلثا وليكن 5 


(ع88) عم 
ع1 80 
معلر عم 





(88©) ل ع8 
قط 2ع 


المعوطبات : 
ععل مقبقع ل ع8 ,(ع8م) ل عم 
المطلوب اثباته: 
(عمع)ل عقرعع عم 
البرهان: 
” (©1)88 عم (معطى) 
.)+(288©) (مبرهنة 8 :يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم عمودي على 
الآخر ) 
18 ع8 (معطى) 
.(2مع) ع8 (مبرهنة 7: اذا تعامد مستويان فالمستقيم المرسوم في احدهما والعمودي على 
مستقيم التقاطع يكون عموديا على الآخر ) 
86012 (معطى) 
...ع © 1 ممع (نتيجة مبرهنة الاعمدة الثلاثة) 


و . ش. م 


2-- 0 اما 


ميسان العمارة . 6 


لالس أجاف القدية الفؤائية_ااالصجد سلماتة 





(1),/) مستويان متعامدان 

00 8م 

80 , 8 عموديان على 15 

ويقطعان ( لآ ) في (1,.م) على الترتيب 

برهت ان: 

6610 

المعوطيات : 

إذ(/) ل ()1):() - 8م ؛ (81, 80 عموديين على ويم ويقطعان (لا) في (0,1 على الترتيب 

المطلوب اثباته: 

6851 )( 

الرهات : 

ليكن ( 4 ) مستوي المستقيمين المتقاطعين (81, ©8 (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستوياً وحيدا 
يحويهما ) 





بما ان 80 , 86 1 8م ( معطى ) 

8102م 

(المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عمودياً على مستويهما) 
وم () ح 8م ( معطى ) 

000122 (يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم عمودي على الأخر) 
072 ل() (معطى) 

ونا كان 66 -(/2(6007) (لانه محتوى في كل منهما ) 

66 100 

(اذا كان كل من مستويين متقاطعين عموديا على مستو ثالث فان مستقيم تقاطعهما يكون عموديا على 
المستوي الغالث) ش 

و.ه.م 


7 10010 1 1 


ميسان العمارة . 


العا لاحك القدية الفؤائية_الصجد سلماتة 





سس ا :يرهن أت مسخوعي الواوواية اللسحورة اتعاكفة قرزاوية وووجية وتكوت عموديا عفقىئى حرقها - 
حر 
ةا اف - 


ع 2 يي 3آجهٍ يد حعاكنداة لكقرزاءر يه اأئرز و حيتت - 


( )عم (<) 


اللأطلوميه - ظم د( عاسء) 


اليرهحات - 

8م د دقك6 

لثم 1ط روع رتعريق الراوية التعاتكدة > 
--- هه نتن زا عط ح) 


اللكسعحعقيم العصودي عفى مسعقيمين معقاطعيتن من تقنطة تقاطعهما يوكوت عمودياً على 
مسحج يعهها » 


دو هداح -ي» 


سس 2 : برهن انه اذا واؤزى مسعقيم مسعويا وكان عموديا على مسعو آخر فات المسعويين 


متهامدات . 

الا : (»< )// 85م 
() ل 8م 

المطلوب ١:‏ (7) ل (26) 


2 

البرهان : لعكن (©>< )© ح 
برسم ( 7) فاه 
(« عكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مسعو معلوم من نقطة معلومة »> 

8ع 28 لا دمعي غ6 ")يل وأكر.: 
( المستقيمات العموديان على مسعو واحد متوازيات > 

( »)0 2©© + )ات 00-.. 
اذا وازى مسعقيم مسعويا فالملسعقيم المرسوم من نقطة من نقط المسعوي موازيا للمسعقيم 
المعلوم يكون محتوى في المستوي > 


( مبرهنة 28 »> (*) ل (><)-- 
دو.ها.م.» 
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ميسان العمارة . 8 


لالس الاجاكك ا القدسة الفؤائية__ااالصجد سلماتة 





بض كك :يرهن ات السعويي العمودي على احد مسعوييتن معوازيين يكوت عموديا على الأكخر 


2  اضيا‎ 
2 
- . 


ال 17س 1ل / 


كتقوب ع )بل (2) 

البرهات : ليتكن | هالثم هس ا( >< ()١)‏ 7 )اذا تقاطح مسعويات فات الملجسوحة الشقاطح 
مسحقيم > 

نلعككن | (2)© ©.نرسم | (0)2© 9و9 بسيث | | (85لظثم ذ ص 

< في المسحهو بي الواحد : عهكن رسم مستقيم واحد فقط عحمو دبي على مسحعقيم معلوم من نقطة 





مَخَْوَاظلة أ 
دميرهنه 7 »> | (2<6) ل 22 حت رمعطى» 0927 عن امه 
( **) ل «9© حح ر معطى > ( )7م( >< )سء 
دالسعقيم العمود على اعد مسعحويين معحوازيين يكوتن عموديا على التغشر >» 
د هعبر هند 265 ع و( 7غ لعفف ري 4 بم 


< و-ها.م. »> 


س4 :1512->8385. هه ازيح نقاط لمست في مسعو واحد بحيث الكعكثى/ ع ظالك , ب لاحت أحز 
فاذا خانت 2ا 2ع مائدنة للزاوية الزوسية ا هتح ل 8 لدور برهن أت 5 م ماح حع 





حثهر 
5 ح 

اللملعطيانت .1873 :> 12 طظر أربسح نقاط ليست فبي مسحو والجد 
عحعم مه هم © رت ع 
ص عحرعب عائدة للزاوية الزوجية ‏ ا 9ح اه دام 
المطلوب : 82 - داح 
اللبرهاث : فبي 2 © تارم حم ع وم )| (زمعطى > 

85 خض «حغريف ايسبيد» ه, تن 





:. 6 متعصف 62 

دالعمود المرسلوم من وأس فعغلثك معساويي الساقين على القاعدة يتصفمها ع 
فيي المشلشين 5 00052 نيم كاي 

عصم) <مشعرك »> 

خخ 85 اح عا '٠0ي‏ «< باليرضات > 

ماج جه ع باع هاا جه قواتم ( تعصريف الحاتدة » 

.>. يبحظطابق المخلثاث ( لتشنساوعي ضخلصين والرزاوية اعححهصمورة بينهقهسا > 
و يتصبيح ما حدا رآ < و-ها.م. > 


100/0 1 17 


ميسان العمارة . 0 


لالس الاحياكي_______________الهئدسة الفؤوائية_____ااامجد سلمان 


س5 :برهن اذا وازى كل من مستقيمين متقاطعين مستويا معلوما وكانا عمودين على 
مستويين متقاطعين فأن مستقيم تقاطع المستويين المتقاطعين يكون عموديا على المستوي 





المعلوم . 
المعخطيات : ال 
(2)//عثم ,قم 
ع0 -27>0(,)»(0)720) ل عم,زكا) ل قم 
سيت (2) ل 58 
لبرهان : 


.”. يوجد مسعو وحيد مثل (*1 ) يحويهما ( لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد 
يحويهما ) 
(2)//(ع).:. 


2 اذا وازى كل من مستقيمين متقاطعين مستويا فان مستو يهما يوازي ذلك المستوي ( 
(»ا) ل(ع)ح رمعطى)» («) ,8م ... 


مبرهنة (8) 5-7 
(/ا)ل(ع)جدمعطى) (92) ل 6م ٠.٠0‏ 
( نتيجة مبرهنة 8) (ع) ل عط ..:. 
(2) ل طم .:. 
(المستقيم العمودي على احد مستويين متوازيين يكون عموديا على الاخر ( 
١‏ 3 .هب ١م‏ . ( 


1001/00 1 17 


ميسان العمارة . 10 


لالس الاجياكك ا القدسة الفؤائية__لصجد سلماتة 


س 6 :دائرة قطرها 68 « .م عمودي على مسعويها » 10 نقطة تدتمي للدائرة . برهن 
ان -104,)» )» عمودي على (21(1) ) . 6 





المعطيات : دائرة قطرها ج.ث/ 
حم عمودي على مستعويها » (]: نقطة تنعمي للدائرة 
المطلوب : (018©) ل (2068) 


البرهانت . 


ااا م 
'.* 8.8 قطر الدائرة رمعطى ) 0 
"90 ع ؤامام»> ... 
( الزاوية المخحيطية المرسومة في نصف دائرة قائمة ) 8 
ز معطى ) (208 ) 1 6م ... 

8 ل صم بالبرهان 
(مبرهنة الاعمدة الغلاثة » 608 ل ©0©... 

كج ابلك قبا 
(المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا على 
مستويهما ) 
ولب عا (08ع2) ل (6م20).:. 


«وتعو ممع 


1001/00 1 17 


ميسان العمارة . 11 


لالس الاجياكي_____________ا_الهئدسة الفؤائية_ااااامجد سلمان 


8 
المعلوم ويوازيه . م 
1 


المعطيات : /8'/ىم هو مسقط 8م على ()7(,)7)// 6.8 
المطلوب :| /8'يم// 88 ,' 8/8 - 8م 
البرهان : 'مم 887 عمودان على ((22 ) (تعريف المسقط ) 
( المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان )7 8 88/ / 2/6 .-. 
نعين المستوي ( لآ ) بالمستقيمين المتوازيين 8/7 8, .28م .-. 
( لكل مستقيمين متوازيين يوجد مستو وحيد يحويهما ) 
(معطى) (7)// 2.8 -.١‏ 
١‏ '5'8/ / قم 
(اذا وازى مستقيم مستويا فانه يوازي جميع المستقيمات الناتجة من تقاطع هذا المستوي مع 
المستويات التي تحوي هذا المستقيم ) 
8888.٠.‏ 2 معتعوازي اضلاع (لتوازي كل ضلعين متقابلين فيه ) 
( يتساوى طولا الضلعين المتقابلين في متوازي الاضلاع » اعقءذت تام 5 


2 و.ه .م .)2 


0 11001 )حةةةةةةةةةةةةةةخاألالاككككةةخن 00 
12 


ميسان العمارة . 


لالس الاجياكي_____________الهئدية الفؤائية_ااامجد سلماقة 


س بل :برهن أن إذا قطع مستويان متوازيان بمستقيم فان ميله على أحدهما يساوي ميله على 
م 


الأخر . 





المعطيات : ( /79)// (06), 8,0 يقطع ( ا ) في نقطة 13 ويقطع ( 7) في نقطة © 
المطلوب : ميل ح,م على ( ا ) - ميل ©.م على (7) 
البرهان : نرسم ( ا ) لل 2.0 ( يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستوي من 
نقطة معلومة ) أذن (لا) ل هلم فيع] 
(المستقيم العمودي على احد مستويين متوازيين يكون عموديا على الاخر ) 
.. 58 هو مسقط 8م على (72) 
حع هو مسقطا 86 على ( /) (تعريف مسقط قطعة مستقيم ) 
1 هي زاوية ميل عي على ( ©( ) (زاوية الميل : هي الزاوية المحددة بالمائل 
ومسقطه على المستوي ) 
2 هي زاوية ميل جم على ( لا) 
2 > 61ا (متتناظرة ) 
“.ميل ىم على (() - ميل حىم على (7) (و.ه.م.) 





1001/00 1 17 


ميسان العمارة . 3 1 


الععالس الاجباكي______________الهئدية الفؤوائية_امجد سلماتة 


س3 : برهن على أن للمستقيمات المتوازية المائلة على مستو الميل نفسه . 





سات : 75//52 ١‏ الكت لتك 43 


1 هي زاوية ميل 5 على ( 76) 
2ه هي زاوية ميل ع(] على ( 76 ) 
المطلوب : 67222 ع 1 عكرما 
البرهان : *.٠*‏ 201 ., 22> هما زاويتي ميل 8 ٠‏ م6 
.. ©8 مسقط هيم على ( 6 ) (زاوية ميل مستقيم على مستوي هي الزاوية 
عع مسفط رح علق (3#4) الحددة بالمائل ومسقطه على المستوي ) 
(»ا)ل ع5,(*)س عم .. 


عع دعهض,ع8 داعم 
( المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من اثره 


في ذلك المستوي ) 
د قوائم)» ‏ 0426 ع 25د .'. 
( معطى) ع2 // 8./ 
(المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان )» ع0// عم 


( اذا وازى ضلعا زاوية اخرى تساوي قياسهما) 
4 ع 3 عوجر ٠.‏ 


(لان مجموع زوايا المغلث “180 ) (و.ه.م) رمرم ع اعسرم ٠١.‏ 


11001 0 
14 


ميسان العمارة . 


السادس الاحيائي الهندسة الفضائية امجد سلمان 
س 4 :برهن على أنه إذا رسم مائلان مختلفان في الطول من نقطة لا تنتمي الى مستو معلوم 
فان أطولهما تكون زاوية ميله على المستوي أصغر من زاوية ميل الآاخر عليه . 


م 


المعطيات : 8لثم ‏ )2 مائلان على (36)ء 86 < قزم 
المطلوب : زاوية ميل 8م على ( ا ) أصغر من زاوية ميل ©./ على (276) 
لهات : يوسم (»ا)ل صم 
( يمكن رسم عمود واحد فقط على مستو من نقطة معلومة ) 
فيكون 60م هومسقط 8م على () 
(0© هد متفظ م على 0) 
( مسقط قطعة مسقيم غير عمودي على مستوي هو قطعة المستقيم الواصلة بين أثري 
العمودين المرسومين من طرفي القطعة على المستوي )» 
1 هي زاوية ميل 8ليم على (7) 
2 هي زاوية ميل ح.م على (76) 
(زاوية الميل : هي الزاوية المحدده بالمائل ومسقطه على المستوي ) 


(معطى)» .م ى هيم ... 


1 1 
<« خواص الحباين > > حك 37 لثم 
مراكم 8 مالم 
َ ->حلكر 8 ككر 
2 .ىا اعود إزواية ياوه 2 ع« ورزع ع 1ع 11زك 
وو ١هه‏ بها ب > 2 عخصم ع ١‏ عكحدن .:-. 
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لسالس الاحيائي_______ _الهئدسة الفؤائية___اااااا_مجد سلماقن 
س5 :برهن على أنه إذا رسم مائلان من نقطة ما الى مستو فأصغرهما ميلا هو الاطول . 


م 


4 
المعطيات : 6.8 , 62 مائلان على ([)7) 
21> هي زاوية ميل 8م على () 
2> هي زاوية ميل © على (7) 
2 دمجم > 1 عدجا 

المطلوب : 6م < الم 
البرهاتن : 
.. 1يه ء 2ه هما زاويتي ميل 8/, 6م على (6ا) على الترتيب 

80 هومسقط 88 على () 
(زاوية ميل مستقيم على مستوي هي الزاوية ا محدده بالمائل ومسقطه على المستوي ) 


نرسم (ا) 1 (آلمم ..- 
! مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستوي هي قطعة المستقيم المحدده بين أثري 
لعمودين المرسومين من طرفي تلك القطعة على المستوي ) __ . | ل 2 
لاناعر ما مك ناه ا 
: المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومه من 
ثره في ذلك المستوي ) 

( معطى) 2 > 1لا : 

'. 511121 > 5112 


د خواص التباين) عزه ووم التي لي طقر مم 
عم 8م 0 عم 8م 


0-2 اما 


ميسان العمارة . 6 1 


لئس الاجياقي ا الفقدسة الفؤائية__االصجد سلمات 


س 6 :برهن على آن الميل بين المستقيم ومسقطه على مستو اصغر من الزاويه المحصورة بين 


المستقيم نفسه واي مستقيم أخر مرسوم من موقعه ضمن ذلك المستوي . 
قم 





طق 
المعطيات : ليككن ح8 مسقطا 8ثم على (7) 
-)ظالمعد زاوية الميل 3 0 ؟ م8 


المطلوب : ماقام جح ع _) ذخام هدم 
اليرهان : لحعكن 0م28 ع بحيثت غهظم ل مع 
تصل | عم 


دتعريف المسافظط (2< )لل 6م 2ه 
0 عام ع يم 
«(العمود : هو أقصر مسافة بين نقطه ومستوي )» 


د9همشعركع» ‏ 685 ع ولثم 2.0 ( بالعمل>» ‏ 55 - )8 
2 ل 1 


(اذا ساوى ضلعا مثلث ضلعي مفثلث آخر وأختلف الضلعان اللأخران فاصغرهما 
يقابل أصغر الزاويعين > 
(و.ها.م .»> 


الإعدام أخف عقاب 

يتلقاه الفرد العربي. 

أهنالك أقسى من هذا؟ 
فالأقسى من هذا 

أن يحيا في الوطن العربي! 
احمد مطر. 
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